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I\IODEL DISTRIBUSI GANI]!IA UNTUK UJI HIDUP DIPERCEPAT

olch. 
'Lurza\\ ' i  

St t ' jotl i  x)

I Pendaltuluan

Bcberapa nlodcl  dr l l  at la l is is untuk uj i  h idup dipercepat telah banyak dibicara-
kan. Distr ibusi  yang biasa digurr :rk ln sebagai r t rodel  distr ibusi  tahan hidup ada-
luh eksponensir l ,  nr is l lnya Kuhn {3I I  Wcibul l ,  nr isalnya Mann [4]  ;  dan log
nornral ,  nr isahryt  Nelson [51. Dalanr tul isan in i  yang akan digunakan sebagai
model distribusi tahan hidup adiriah distribusi ganrma, yaitu suatu perluasan
dari distribusi eksponensial. Pcnggunaannya dalanr uji hidup telah rlibicarakan
antara la in oleh Gupta dan Grol l  [2] ,  tetapi  belunr ada tul isan yang membica-
rakannya dalam masalah uji hidup tlipercepat.

Kita misalkan distribusi tahan hidup suatu benda adalah gamma dengan fungsi
kepadatan

f@=#Az'  I  e*p( t ) ;7 ,0)o<lan z)o 0)

Parameter skala 0 ttrgantung pada legangan -x mcnurut hubungan

0 = exp(a+ Fx) (2)

sedangkan parameter btntuk 7 bcbas dari tegangan.r tcrsebut.
Secara umum nretode yang ukan kita sajikan di bawah berlaku juga untuk
model dengan lebih dari satu tegangan. Tetapi untuk rnenyederhanakan penya-
jiannya di sini hanya kita gunakan sltu tegangan saja.

Misalkan suatu percobaan di lakLrkrn dengan n t ingkat tegangan X,;  i  = 1,2, .  .
. , yang tidak harus scr)ruanya bcrbcdl. Misalkan satu ilcn? dipasairg pada ting-
kat tegangan X, sanlpai  mat i ,  dan tahan hi t lupnya di t rr l is  sebagai Z'
Berdasarkan data {2,  ;  i  = 1,2, .  .  .  , , ,  }  scmua pararncter di  dalam model akan
ditaksir, baik dengan metode kuadrut terkecil ntaupun dengan metode rlaxj-
num likelihootl, yang masing-ntasing kita sajikan dalanr Bagian 2 dan Bagian 3.
Selanjutnya dalam tslgian 4 kita pelajari efisiensi asirntotik penaksir kuadrat
terkecil relatif terhrdap penaksir nv.:tinnnt likcltootl.

2 Penaksiran dengan metode kudrat terkecil

Jika Z berdistribusi gamlla dengan fungsi ke padltan ( I ) maka W = loe Ql0)

*) Zanzawi Soejoeti, Phl)
F ll{l P?,\ UGM Bulal sumur, Yogyakar h, lndo esia.

dosen pada jurusan Maternalita,
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a
mempunyai fungsi kepadatan

g(w) = t f ( r) l  I  exp (^yrr ' )  exp [-exp(w)]

dengan

E(w) :oo= ry ' ( r )

var{w): o2 - rlt'(1)

E(t4 - E(W))r = ps = 9" (t)

E(w - E(w))4 --  pq = 0' ' ( i+ 3(g'(r)) ,

( - l )

9(t) beserta turunannya g(*) (f), & bilangan bulat positif, adalah fungsi poli-
gamma. Fungsi digamrra ry'(y) didefinisikan sebagai turunan pertama fungsi log
gamma, yaitu 9(a) = d loe t (a)lda.

Selanjutnya untuk memperoleh penalsir kuadrat terkecil kita definisikan
rnodel log linear sebagai berikut

Y, = log Z,
= log 0t + log (2.10.\

atau

Y t  =  o .o+pX.+e t

ob = a + <,:o dan e, -- W 1 - c,s o ; i = l, 2, . . -,rr adalah vadabel acak yang saling
bebas dan berdistribusi identik dengan mean 0 dan variansi o2. Maka metode
kuadrat lerkecil memberikan penaksir tak bias untuk o5 danp masing_masing
sebagai berikut:

2 (x  -x tY.
i = t  t  t

(4)

(s)

dengan menggunalan kuadrat residu rata-

ao 'T-Ex, B

Penaksir untuk a
rata

2 (X, - x)2

dan 'y diperoleh

(6 )

- 2 -

(Y, -  ao -  pX ,) ,

t r  * 2

t

(7 )

. Scianjutnya dengan nrengingat hubungan o2 = Q'0\sebagai penaksir u ntuk o2



dan c,.ro = ry'(.y), penaksir untuk c darr 7 dapat dihitung.

I )engan  n tenganggap  bahw l  
n l ! 1  

r r -  t  
, t , f  , =  r r , ,  J i n r  r t - t  . 5 rX ,x  =  m i ,

dan mt = nt', - m12 ) 0, nraka rnenurut Tcorenra 2 dalant Zanzawi soejoeti
[7J, distribusi asimtotik V, ( I-,, - A ), dengan A, = (oo, 0, o2 ), adalah normal
dengan vektor mean 0 dan matriks kovariansi:
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E;=

u*#, *'rt-flv,rtt
-ff*'t t fiv'rrt o

9"Q)

(8)

9"(t) o 9"Q) + 2(g',1Dr.

Dengan menglngat hasil 6.a.2(iii) dalam Rao [6], maka dapat diturunkan distri
busl asimtotik ttn (L - 

! ), dengan E, = <", p,?), sebagai <tistribust normal
dengan vektor mean Q dan matriks kovariansi

' i [ ' , ,
A n

a f

azl

,ta 
IOr, 
I

or, -J

(e)

o,, = (#,-r) e'(r)+ r#3; r s,,,0)+2(e,e)),1

an = -ftv'rrl

on = r- 
## w,, 0)+ 2(,t), (.t))21

o,' = 
* v'et

azt  = 0

4n = 
i  o) t ,  Ig"  ( i+2(0 'QDzl
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I )e tc rnr inan n l l l r i ks  in i  l l ( lu l l l l i

f , / , ' r - r l l
r : : l  - ,  l : ; , ' - / 11  l v " r7 r  r  l r e ' r 7 r ) :  |  { ' 11 t  n r ,'  I  I  ( r ) .1

Tahln h idup ratJ- rutJ  par i : r  tc t l rng; rn r rorr r r i r l  .Yu.  pr l  =  I  cx l )  (cr  + p- l 'u  )  d i taks i r
dcngln i r - ,  =  i  1 ' rp  (d + d.Y0 ) .  Dis t r ibus i  us i r r to t ikr r ; ,a  uorr r r : r l  t ier rga;r  v l r i rns i

K  =  ( 1 2 a r ,  +  1 )  X o 2 t t r ,  * c . r : 1 l T 2 X o n r z  + ] " y c , r ) .  e x p  [ 2 ( a + l i , \ o l  ( l l t

3 Penaksiran dengau nletode , nox imunt likelihootl

Urrtuk nteurperolch penaksir nta.\inlutl likdiluxttl (l'NlL), untuk
digunakan fungsi  kcpudatung(l{)  =.q(} ' -  -a- B,Y,)  dalanr (3).
/tr.rttrl-nyu adalalr

L , , ( ! ; L )  = ( f ( ? ) )  "  c xp ) - {  ̂ y ( f -  - a -BX , )  - exp ( r ,  - o t -PX) }  ( 12 )

dan pcrsanraan /ikcli/roorl-rryt adalah

^ t l " t  + >,  cxp(Y, -a -0X,)  = 0
i =  |

n t l- l i  2  X , +  Z . Y - ( . x P ( Y i - d -  f X t = O' i = r  i = t

-  nQ l t )  n , l ,  ( t ,  -a -Bx i )  =  0

yrng hrr r rs  t l iscL srr ikr r r r  se cr r ru i tcr l t i l  dcngan kol l lputer  untr rk  tnenrpcro leh
PML _1 , , '= (o .0 .  r r .
Dist r ibr rs i  as in l to t ik  d l r i_{ , ,  d ibcr ikan dal lnr  Lenrnra I  d i  bawah.

Lemma I
: .Misr lkrn { , ,  bar isan y i r lg  konsis tcn dar i  kct iga jawab s is tern l ters lnr lan l lkc l i -

hood ( | .3)  dan tn harga benl rnyt .  lV laka d is t r ibus i  as inr tot ik  1/n( ! , ,  -  In)
nornra l  dengan vektor  lnc ln 0 d ln r rnr t r iks kovar i l r rs i

b  r z

u 2 2

b t t

t '  =  @,a, t ) ,
Frrngsi litcll-

( 10 )

(  l 3 )

| ' ' '
2;  =  lb ' . .'  

[ , , , ;:t] il.r)
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.  *  ( f )  t t t t '  t t t l
b , , - - " - - - - + - b n =

"  l { t ) i - l  
' f  t t t z  

-  ' l  n l z

J f

I
u t f  -

) v  t ) ,  I

I r  l =  I
' -  E '  r 1 ' t i l ' ( 1 \  -  t )  m ,

I
L -.  u ) :  -

^ l  I  t 1?

I
. A

" "  r {  ( r ) - |

Buki

Untuk nrcmbukt ikan lemnra in i  k i ta perhat ikan Asumsi A I  -  A7 dan Tcoremu
2. I dalam Zanzawi Soejoeti [81. Meskipun buktinya tidak kita sajikan di sini,
dapat kita sebutkan bahwa langkah penrbuktianrrya sama scperti bukti Te<-rrerna
2.1 i tu.  I  I

Detemrinan matriks kovariansi ( l4) adalah

( ls )

PML taharr hidup rata-rata pada tegangan nornral Xu ad ahy, = "r cxp((y+ dxo r.
,.lan distribusi asimtotiknya normal tlengan variansi.

r c o =  ( t 2 b t r  + 7 2 X 0 2 b 2 2  + D : r  +  I  1 2  X  o b  n  +  . r "  l b  n )  .  e x p  [ 2 ( d  +  p x o  ) ]
(  r6)

4 Efisiensi Asimtotik f EA)

Dalam bagian ini kita sajikan efisiensi asinrtotik penaksir kuadrat terkecil relatif
terhadap penatsir maximunt likeliltood. Lfisiensi relatif ini kita detinisikan se-
bagai

. v..t t0 |
EA(0. , t  =  - . . i - :

"  v l t  l d  n )

i,, ,lur, 6 ,, masing-masing menunjukkan penaksir kuadrat terkecil dan penaksir
aximum likelih<tod. VA (') adalah variansi asimtotik, yaitu Iariansi distribusi

normal asimtotik.

Efisiensi asimtotik vektor penaksir didefinisikan sebagai perbandingan antara
determiniln matriks koyariansi kcdua penaksir itu.

I)ari (9), ( l0), ( I l), ( l4), ( I5), dan ( l6) diperoleh efisiensi asimtotik relatif pe-
naksir kuadrat terkecil sebsgai berikut:
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-  a ' h l  2  . . .
EAt t ) -  t t#  [9 " ' r ' r r+ ] (V ' ( r ) ) r l  - { ' ( r )1  t  ' v1p17) -  l i '

-  v  ( 7 1

-  r i ' { r  |  2  t

f , l  t a t=  , l # '  I  l u " ' r r t r l { 0 ' { r ) ) ' ] 1  - r l  " i r  1 r1 , ' 111 ,
V l ' ' t  )  t t t :

,  9 ' ( r )  ,  t t t '
. t  -  -  ' t  (17 )

' Y V  t f  |  |  ^ t  t t l 2

EA6l= I t '1 , '0 ) l  '

EA (7)= r (9" ( r ) t ' ]  t0" ( 'y )+ I  ( {V ' ( r ) ) 'z1 - '  [?V/ ' (?) -  I  l - l

1 2 b t r  |  1 2  X o z b u  r  r b : . r  *  ) " y z X o b t ) +  ) - t b t !
L/ r  l l ru l  =  

'%, ;  I  h ru r ,  *  o ,  n  n ,  x " r "  *  : l r "

Kita catat  bahwa ! , '1(&)  tcrgantung pada 7 dan X nre la lu i  l targa l i rn i t  tn1 dan
m2', EA(iu ) tergantLrng pada "y, X, tlan juga Xo I sedangkan yang lain hanya
tergantung pada ?.

Selanjutnya akrn kita tunjukkan bahwa scmua hcrgr efisiensi asirntotik di atas
konvergen ke I untuk 1-)oo. Untuk ini pcrtama-tama kita buktikan lenrma yang
beriku t.

Lemma 2

Jika g( l ) (7) ,  I  b i l lngan bLr la t  posi t i f ,  adalah l i rngs i  po l igamnra,  rnaka

a )  u n t u k  I  ( , (  ( o o .  b e r l a k u

f  V$ tOl  - ,  (_ t  ) r  r  ( , r_  t )  I  j i ka  z  _ ,  -
I

b)  t l t ! ' l t )  -  l l  - '  
r  j i ka  7 - - . "

Bukti

a) Bentuk integral  t i rngsi  pol igarnnr l  , r ( t ) (r l .  k bi l lngan bLr lat  posi t i f ,  adalah
( l ihat  Davis  l ) .

r  ' )  l t l ^ u , t f t

0,r)(r)  = i  
'_ , : : .b_ ,1 -

o  ( : - - l l

Maka

(  t8 )
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r  I  
- '  | ( l o g  - - t r

r "  P ' ^ ' (1 )  J  .
u  l - -  l )

Kita purrL l lng r r l l i l l t  derct  l i lngs i  log - -  yJ i tu

l o g :  =  i o g  l - ( l  : ) - R , ( : )  =  - ( l - : )  1 i r ( . - ) .

r - - -  r .  { l  - . ) z
lR , l =  f  - -  J r (  

'
'  r i  l - r  l - -

Untuk suku per tanr l  dar i  (J0) ,  in tegra l  (  l9)  l r rcn ja( l i

o  ) Z )  
'  ( l t r g - - y '  - ' ( r  . 1 . )  ,  (  l ) A  r ( A -  l ) l

t ' oJ  -  
a_ .  t ,  

-  L l :  =  t "  - - t -

=  ( - l ) f  ' ( t  -  l )  I

Untuk suku sisanya kita peroleh

I t *  i t '  
t ( o g t t k  ' R r t t l  

, l z l  . : .  1 k  I  
:  '  I  t  l o g  z  l e  

- r  (  |  -  :  t 2
' '  

d  ( z - l t  '  i  ( l - z ) ) z

/ l O r

c0)

( I )

dz

=  +  l / z r - 2 ( l og : y t - r \ l -  z l  d : l

1  .  ( -  l ) f t - - 1 1 7 ' ;  - -  1 ;  t=  :  i  r - i r - - - - : i : - - : i -_  (  l ) { - ' ( k -  l ) l l,  ( l_r).
- 0 j i k a 7 - -

J a d i

t k r l r ( k ) ( t ) , ( - - l ) i ,  ' G  -  l )  !

b)  B i la  l l  =  I  ,  k i ta  dapatkan

.  I  z )  - r l o r  - -
rL'6t = J -_ -: /,-o  ( z - l )

r f a n  ( ) 2 )
I

l og . z  =  ( l  : ) - - j ( l - ; ) t  11 ,  ( , - )  ( : ) ) \

.  '  -  r l  ( l -  - - r '
lR , / : r l  -  i '  , / . r  <

r i  l  - . r  3,-
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Untuk suku pertama dan kedua dalanr (22) kita peroleh

, ,  r  z 1 - ' l z  l )  1  1 z r - 1 1 2 - 1 1 2
7  t T r r i  t 1 , - l l  =  1 J -  _  ( t z -  a  J  .

o  t z - t t  z  o  ( z _ l )
, / -  -  t  l

I- 117, -1,^ f - ]r- rr
" 

''l t I ^l

= 
. .+* j  t rntukT-ro
- \  |  '  ) ,

Untuk suku sisanya kita peroleh

1 rz  
t ,  z1 - t  R ,  

. 1z l  (  r )  
r  z ' t  I  l l - z l r  . , -' '  

o '  { : - l ;  J  ( - - i l 3 ,  u '

t 2  l
=  - ! _  

I : 1  
2 ( l _ z ) 2  d z

-.t o
- y 2  l 2 l

= ( _ . - . -
3  7 - l  " t  " t + l '

2 l ' . 2
-  

;  ( - ; ,  _ )  
r 0  j i k r  7 - r " "

r  7 l ' t - l , t ? 1 t )

Maka lengkaplah buk ti lernnra ini. //
Sebelum sampai pada konvergensi ellsiensi asimtotik, kita lihat persamaan ber-
ikut.

, l " t - t  2
I I r l ' , r l  =  l#  lV " ' ( ' t t r l t r l , ' ( r r ) ,  Iv  \ t )

_  ' t o  ,0 ' i ( I1  , '  .  , ,=  
"  

t , , \ i l  lV " ' t ' y )+ l ( * ' ( r ) ) ' ?1

= , ' v .0 'o  
t  

, '  , ' t '  V" ' l t  |  |  I  (7Vr  17  ) ) ,  I' , z , y " l t | '  
I

+ l

Sekarang dapat  k i ta  l iha t  c l i s ie r rs i  as imto t ik  konverge 'n  ke  I  un tuk  7+oo ya i tu
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1 ,1  (a )  =  l l t t \ ' t ) -  i t ' t t ) l  
l  l r ( r 9 ' t r )  l ) l - r  - ) ( 2 ) - ' (%) - r  '  I

-  ) t l t '  f  f  
' ( f  

)  
" t t  !e. l  (o )=  111 , ( l ) -  t l  ;  

t 9 ( r ) { - ' t n * , , ; ; '  
, , r .

- ( l )  ' ( l )  =  I

r:^ (i) = lt, l ' \)) | '* |

EA (^ t )  =  t r t ' ( r ) l r  I l l , ( r ) J  ' 17 (7p ' (1 ) - l l  '

' - + ( 2 )  ' ( f j )  I  =  I

lr'("y )EA ti,t= ffi
Dengan menuliskan a dan'b tlalam f, N(f) dan D(f) dapat ditulis sebagai

.  'Y0 ' (1 . )  
,  

^?  
n  

Xo '  *  , l  - lXomtN(r)  = t '  , rg1r11r , i i , -  , * '  , ( r | , r r )_t )  " tm2

" t \^ t t i r ' ( . "y) -  l l

n t , 2  X :  2 X " m '
= (l + --r- + '-'---: - -----":---: I

l l l2  ln2 l l t  I

2
^  m,  .  xozL 'o t  Hr1)

Dlt l  = t '  [ (  nt : - l  ) t r ' (7) + frr  {7) '  
*  

t  
A(TX,

)X otn, l t '?r  )  2  J / /1(7)

tfrz 't |V'?yl

- t l l i - rryf ' (7) *  x ir-o '1t  - 2Xsmt1 \ r ' (7 )+2
lfil2 lllZtII z

I // '  (r) ir(r9'(r)- l) )* i *',rr' 
_.-

N(ry)
l l lrrka L.4 1!,, 1 = ::J -r I'  u t l t
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l iabel  I  nrenunjLrkkan hrrgf ,  EA ( t l ,  Et l  (0) ,  Can l , t  (7 ;  Lrntuk bebcrupr
harga ?.
Grafik EA (PS t..l.t 't IIA (i) Ll:sailfan rlalam ganrbar l

U n t u k  n r c m p c l l j u r i  f , ) t  ( t )  k i t a  m i s u i k a n  t i n g k a t  t r g a n g l l n  , l  r .  . 1  2 , . . . , , 1 . .
adala l r  sedcnt ik i l r r  schingga fLrngsi  d is t r ibus i  k t r rnulat i f  sarnpel r ryu f , ,  korr r r ' rgcn
ke Beta (6,  c . , )  t )a( la  se lang (0;  l ) .  Dcngan dcnr ik ian l r  ,2  / r t ,  =  6(6+cd+ l ) /c . , r  =
p(6.  c . - r ) ,  dan

EA (a) =

' tv 'o l
, , -  r  p \ o '  u )

1Vl  t7 . '  -  |

,  t ,  l l , ' r t ,  
i ,  v" '  r r ,+ I  (  0 ' (1 ) ) 'z  r  -  p ' (1)  I  + - ' t l / '  t . t t  p

yang tergantung pada 6 dan or nrelalui fungsi p.

Selanjutnya akan kita pelajari E)l (;) untuk beberrpa pola tertentu clalam
memilih harga X. I'ertama-tama kita pandang kasus p (6, c..r) -+ 0 yang terjadi
misalnya jika t^'l tctap dan 6 -+ 0. Dengan dernikian

&1 (&)--+

7\r'(''t)
t r9 ' ( r )  -  I  l

.,t I,! '  (-t t l ,  { \r" '  o, + 2 l lr '(7)12 \
I ' l t " ( t ) l  -  t , l t ' ( t )

Dalam hal ini, nr, -+ 0 dan 2t2 -- 0, sehingga hargajtarga X terkonsetrasikan
pada 0.  Untuk p(6,  o)  - r  o" ,  yang ter jad i  rn isa lnya j ika d te tap dan a:  - '0 ,
E4 (d)  konvergen ke (7 r f  ' ( .y) ) - t .  Di  s in in l  + I  danm: +0 dan harga-harga X
terkonsentrasikNn pada l.

Kedua, apabila kita ambil 6 = co. maka distribusi beta simetrik dan p(6, c.:) =
26 + 1.  gn1u1 6 = I  k i ta  punya d is t r ibus i  un i form(0;  l ) ;  j ika 6 - -hargaX
terkonsentrasikan pada 0,5; dan jika 6 -+ 0 harga X terbagi dua sama pada 0
dan l .

Akhimya, dengrn menggunakan Beta (6, c.r ) pada selang (c; c + I ). c ) 0 seba-
gai distribusi lintit l,r untuk c -+ oo, yaitu kasus dimana semua harga X sangat
ber jauhan dar i  t i t ik  asal ,  maka EA (a)  -+ ( r0 ' ( r ) ) - t .

Dalam tabel 2 disajikan harga (limit) t,4 (d) untuk bcbcrupr harga .7 dan berba-
gai kasus khusus distribusr Bcta (6 ; o). Dari tabel I dan tabel 2 dapat kita amati
bahwa harga efisiensi asimtotik sangat rendah untuk harga 1 yang kecil.
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T.bsf l. Ha.sa EAGI, EAlgl, dan F/ (il T.bel 2. HarsE (limirl FA(i) untuk bebc.
untuk beberapa har3s ̂l rapa hsrga 7 dan b?bertpa kasus

khusus dittribusi Bera (6, aJ).

a l

F A I ' I EA(PI EAIiI ll l

. l

. 3

.5

.8
1 . 0
1 . 5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4-5
5.0
5 . 5
6.0
6.5
7.O

.010

.08 r

. 1 7 9

.317

.s)5

.538

.631

.6'6

.7 41

.775

.801
,m
.&p
.853
.866
.876
.884

.099

.272

.405

.544

.608

.7 '13

.775

. 8 1 6

.844

.865

.881

.&t3

.904

.912

.9 t9

.926

.930

.544

. 6 1 0

.660

. 7  2 1
,753
.a12
.850
. 6 / O

.895

.909

.920

.928

.935

.941

.946
.950
-95J

. l

.5

.8
1 . 0
1 . 5
2 .O
2.5
3.0
J . 5

4.0
4.5
5.0
5.5
6.0
6.5
7.0

. r00

.280

.411

.560

.626

.7 35

.798

.&i9

.867

.w7

.902

.9 t4

.9?3

.930

.937

.s42

.946

.10? . r05

.287 .298

.427 .441

.571 .584

.637 .d49

.145 .7U

.807 .814

.846 .862

.873 .878

.492 .896
.907 910
.918 .520
.928 .929
.934 .936
.93 .Ott
.944 .9,16
.948 .960

l l l .  a rstap d.n E +0
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