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MODEL DISTRIBUSI GAMMA UNTUK UJI HIDUP DIPERCEPAT

oleh: Zanzawi Sacjoeti *)

1 Pendahuluan

Beberapa model dan analisis untuk uji hidup dipercepat telah banyak dibicara-
kan. Distribusi yung biasa digunakan sebagai model distribusi tahan hidup ada-
tah eksponensial, ntsalnya Kahn [3]; Weibull, misalnya Mann {4); dan log
normal, misalnya Nelson [5]. Dalam tulisan ini yang akan digunakan sebagai
model distribusi tahan hidup adalah distribusi gamma, yaitu suatu perluasan
dari distribusi eksponensial. Penggunaannya dalam wji hidup telah dibicarakan
antara lain oleh Gupta dan Groll [2], tetapi belum ada tulisan yang membica-
rakannya dalam masalah uji hidup dipercepat.

Kita misalkan distribusi tahan hidup suatu benda adalah gamma dengan fungsi
kepadatan

f(z)= 7—'exp(—%);7,8>0dan z>0 (1)

z
67C(y)
Parameter skala 0 tergantung pada tegangan x menurut hubungan

8 = exp (e + fx) (2)

sedangkan parameter bentuk v bebas dari tegangan x tersebut.

Secara umum metode yang akan kita sajikan di bawah berlaku juga untuk
model dengan lebih dari satu tegangan. Tetapi untuk menyederhanakan penya-
jiannya di sini hanya kita gunakan satu tegangan saja.

Misalkan suatu percobaan dilakukan dengan n tingkat tegangan Xi=1,2,..
., yang tidak harus semuanya berbeda. Misalkan satu ifem dipasang pada ting-
kat tegangan X, sampai mati, dan tahan hidupnya ditulis sebagai Z.
Berdasarkan data {Z,. yi=1,2,..., 1) semua parameter di dalam model akan
ditaksir, baik dengan metode kuadrat terkecil maupun dengan metode maxi-
mum likelihood, yang masing-masing kita sajikan dalam Bagian 2 dan Bagian 3.
Selanjutnya dalam Bagian 4 kita pelajari efisiensi asimtotik penaksir kuadrat
terkecil relatif terhadap penaksir maximum likehood.

2 Penaksiran dengan metode kudrat terkecil

Jika Z berdistribusi gamma dengan fungsi kepadatan (1) maka W = log (Z/6)
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mempunyai fu;gsi kepadatan

gw) = [D(Y) ]~ 1 exp (vw) exp [—exp(w)] (3
dengan

E(w) = wo = Y(y)

var(w) = 0% = §'(y)

EW—E(W))® =y =" (v)

E(W—EWN* = py = " (1) +3('())? (4

Y(y) beserta turunannya l,b(k) (), k bilangan bulat positif, adalah fungsi poli-
gamma. Fungsi diggmma y(y) didefinisikan sebagai turunan pertama fungsi log
gamma, yaitu y(a) = d log I' (a)/da.

Selanjutnya untuk memperoleh penaksir kuadrat terkecil kita definisikan
model log linear sebagai berikut

Yl. = log Z,
= log 0, +1og(Z,/6,)
atau
Y, = ag +BX, +e, (5)
o =+t wy dane; =W, —w,;i= 1, 2, ..., n adalah variabel acak yang saling

bebas dan berdistribusi identik dengan mean O dan variansi ¢2. Maka metode
kuadrat terkecil memberikan penaksir tak bias untuk oy dan § masing-masing
sebagai berikut:

I (X,—XY,
i=1

& = Y~3F, B = —~ (6)
(X, —X)?
1

M=

!

Penaksir untuk « dan ¥ diperoleh dengan menggunakan kuadrat residu rata-
rata

i |(Y" T % _‘GXEJZ

2
s = = (7)

I g

sebagai penaksir untuk ¢?. Selanjutnya dengan mengingat hubungan a? = y'(y)
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dan wq = Y(v), penaksir untuk o dan y dapat dihitung,

n n
Dengan menganggap bahwa lim ="' 3 X, =my, lim n-! ._21 X7 =mj,

H—» o i=1 H-»o i=

danm, =m; —m? > 0, maka menurut Teorema 2 dalam Zanzawi Soejoeti

[7], distribusi asimtotik v/ ( Z}.n —4), dengan A" =(ay, B, 0%), adalah normal
dengan vektor mean Q dan matriks kovariansi:

. ]
F(H%) w'(v)—;'—::w'(w) V')
1
Ty = |V, v 0 (8)
V) 0 )+ 292

Dengan mengingat hasil 6.a.2(iii) dalam Rao [6}, maka dapat diturunkan distri-

busi asimtotik v/n ( E. — §), dengan g' = (o, 8, ), sebagai distribusi normal
dengan vektor mean Q dan matriks kovariansi

ay 12 a3
z i = a13 a2 a3 )]
a3 a3 33

v' (1)
v' (1)

mlz ’ : " }
U e VN OB I "+ 2(0'))

412 = “‘E‘: v' ()

: V' ()
= 1= " ' 2
ay3 ———Wn I Y™ (v)+ 200 (v))?)

r,
dy = ;;‘ v(y)
d;; = 0

i
= - L] +2(¢ 2
a3 VK YE W™+ 2 (v)?)



34 PROCEEDINGS ITR Vel Ta, N o Juxy

Determinan matriks imadalah

PR {w (v]*

p L")+ 20 n? L — () Hm (10)
V() ’

Tahan hidup rata-rata pada tegangan normal Xy, fH, =y explat JX ) ditaksir
dengan ﬁu =y expla+ J.X¥g) Distribusi asimtotiknya normal dengan variansi

k= (72'5111 +yrXotan tay t 372X0(f12 2yag;;). exp [ ot X1 (11D

3 Penaksiran dengan metode maximum likelihood

Untuk memperofeh penaksir maximum tikelihood (PML), untuk E = (e, 3, v),
diguntakan fungst kepadatan g(W )= g(}r - “ﬁY ) dalam (3). Fung,s: likeli-
hood-nya adalah

L”(z’; §)= (Cly) " exp Xy Y, —a—fX,) Hexp(}". —a—GX[.)} (12)

dan persamaan likelihood-nya adalah
n
—nyt X exp(Y, -a—ﬁXr.) =0
=1
H H“
- -ElXi+ 2z X exp(¥, —a—fX)=0 (13
i= i=1

7
—ny(y)+ Z (Yr.*a*,GXf)zo
=1

yang haruqdmksnkan secara rteratit dengan komputer untuk memperoleh
PML E =(a. 8, 7).
Dlsmblm asimtotik darj E diberikan dalam Lemma 1 di bawah.

Lemma [

Misalkan E barisan yang konsisten dari ketiga jawab sistem persamnan likeli-
hood (13) le]] £y harga benarnya. Maka distribusi asimtotik \/n(S — &)
normal dengan vektor mean 0 dan matriks kovariansi

b by, b3
= [ b2 ' by b (1)

bl3 b23 b33
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by = w)——""L Db =T o
yeily)y -1l ymy Y My
! t
Se T St B IP,
byy = 0 D byy = -——,——]———
Yy {y)— 1

Bukisi

Untuk membuktikan lemma ini kita perhatikan Asumsi Al — A7 dan Teorema
2.1 dalam Zanzawi Soejoeti [8]. Meskipun buktinya tidak kita sajikan di sini,
dapat kita sebutkan bahwa tangkah pembuktiannya sama seperti bukti Teorema
2.1 itu. //

Determinan matriks kovariansi ( 14) adalah

1
Izl = : 15)
¢ Y(yy'(y) — 1hm, (

PML tahan hidup rata-rata pada tegangan normal X adalah B, =y explet X ),
dan distribusi asimtotiknya normal dengan variansi.

ko= (Y2by ¥ Y X by thay + 291 Xobyy ¥ ybya). exp [2(at BX,)]
(16)

4 Efisiensi Asimtotik (EA)
Dalam bagian ini kita sajikan efisiensi asimtotik penaksir kuadrat terkecil relatif
terhadap penaksir maximum likelitood. Efisiensi relatif ini kita definisikan se-
bagai

VA (8 )

EA(B) = ——==

VA(6,)

0} dan é” masing-masing menunjukkan penaksir kuadrat terkceci) dan penaksir
maximum likelihood. VA () adalah variansi asimtotik, yaitu variansi distribusi
normal asimtotik.

Efisiensi asimtotik vektor penaksir didefinisikan sebagai perbandingan antara
determinun matriks kovariansi kedua penaksir itu.

Dari (9), (10), (11),(14), (15), dan (16) diperoieh efisiensi asimtotik relatif pe-
naksir kuadrat terkecil sebagai berikut:
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v'ty) 2

EA(§)= Lot W)+ 2 e oy L
- 1t 2 2 -1
EA )= 1 20 iy 2 o) — 00— 1 g
V) s

‘l’,(v) . mlz] (a7
T (y)—1 ¥ My

EA(B)= [yd'(y)) !

EA (¥)= " (yN? W' () + 200" (0?1 'y — 11!

EA (ﬁu): Yihy b Kby thyy + 273 X gbrat 290,

2 v 2 2
yiay, F v Xotan taz T2y Xean t 274y,

Kita catat bahwa £A(&) tergantung pada v dan X melalui harga limit s, dan
M, EA(EM ) tergantung pada v, X, dan juga X, ; sedangkan yang lain hanya
tergantung pada v.

Selanjutnya akan kita tunjukkan bahwa semua harga efisiensi asimtotik di atas
konvergen ke | untuk y—o0, Untuk ini pertama-tama kita buktikan lemma yang
berikut.

Lemma 2
Jika yb”‘)(v), k bilangan bulat positit, adalah fungsi poligamma, maka
a) untuk 1 <<k <ee berlaku

Uy > (1R k— 1) ! jika y > o0

b) ylydtr) — 1] > - jika 7y >

Bukii

a) Bentuk integral fungsi poligamma Y8 vy, k bilangan bulat positif, adalah
(Jihat Davis [ 1] ).

1 27 Ylog 2)F

(k) -
Y y) ({ TG

oz (18)

Maka
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S L2 Tlog 2)F
Y iy) =yt
G (z—1)

oz (19

Kita pandang uraian deret tungsi log - yaitu

logz =ldog 1 —(1--2)—R,(z) = —(l—z2)— R, (). (20)
LS (1 —)?
IRll - (‘)f l",\' [l’.\ g 2:

Untuk suku pertama dari (20), integral (19) menjadi

¢ P2 dog)f e - i DG -
Y of z—1) dz = 'Yk

(1YY k=11 (21)

It

Untuk suku sisanya kita peroleh

127 Y(logz)* 1R, (2) 127 logz K11 — 2)2

lye f dzl < *
5 (z—1) LA B dz

k

= %— [fz72ogz) Y1 ~2) dz)
DA 1)

= _l.|( LA k” — DAk - Dt
> -4

(1=3).

=0 jika y — o0
Jadi

YO S =D -

b) Bila & =1, kita dapatkan

127 tjopz
vy = [— dz
LU A,
dan (22
logz = (1 —2) =41 =22 = R, () (22)
—: x? (1 —z)
IRy () = [— Cdx<—

g 1 —x 3:
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Untuk suku pertama dan kedua dalam (22) kita perolch

1277z —1) v 127z —1)?
"Ny —1] = —dz = [— ]
VW=l =y e de oy e 1
L vy 1 1
purd —_—— -——-—‘-*—l
vlvy 2(7+1 7) ]
| 1
= - — untuky -
201+4) 2

Untuk suku sisanya kita peroleh

, 1 277'R, 12 (1 —2)3
A B P R N A LA
vt J e S iaTy, ¢
2
= X for—2p a2
3o
¥? i 2 i
= Xy —Z 4=
3oyl vy 4+
s 2
= S (—7 ) —0 jika y—oo
3 vy—Dy+D

Maka lengkaplah bukti lemma ini. //

Sebelum sampai pada konvergensi cfisiensi asimtotik, kita lihat persamaan ber-
ikut.

' 2
Hy(y) = [%g—;l () + 2 (g'(yn?)

v Yy 2
A A m +2 ' 2
v [wm(ﬂ] [V () +2 (0 (yN)?]
W) P YY)
YA ()

= | +2(yy'(1))?*)

— 1

Sekarang dapat kita lihat efisiensi asimtotik konvergen ke 1 untuk y-*os yajtu



PROCEEDINGS [TB Val, 16, No. 3. {983 39

EAG)Y = [Hy o) =y ) Iyv(nd i) — DI > 70T =

1! 2
' m
} 5’/(7)5_1 { 7%}&,% + ___l_ﬁ
His vyw'(y—1 oy

My

Eday= [ (y)— (1~
- ()72 = 1

EAG) = [y ' =

EA () = by’ (it b vy tn—117°
=2y Myt o=

N(y)

EA (j )=
Hu D7)

Dengan menuliskan a dan b datam v, N(y) dan D(y) dapat ditulis sebagai

"Y‘V('Y)w+ _'r_r']_lz_ + on i _ 2X0mt
vy =1 ym,  yny yoyg'(y)— 1 Y,

5

Ny = 7

j 77(7&;’1'(7)517,'
s el X 2Xom,
N m; 1y
2
" leV(’Y) Hl('Y)
DEy) = 7 [A— DY (M +H () + > +—
g : m, (')’

_Xemi'n 2 ML)

",y AL AN
2 , X&Y' 2X ’
_ 7(’—”—‘—~1)1\b(7)+ O'NJ(T)_ oYY (Y) +2
H, my fiz

1 H(y) vy () — 1)}
7 (y¥'etn?

NEY) !
D)

+

Maka EA (i) =
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Tabel 1 menunjukkan harga EA (), EA (8), dan £ (y) untuk beberapa

harga +. _ N
Grafik £EA (8) dan EA (y) disajikan dalam gambar 1.
Untuk mempelajari £:0 (¥) kita misalkan tingkat tegangan X, X, ... .. LY

N
acdalah sedemikian schingga fungsi distribusi kumulatif Sd[llptlllyd [ kO!l\& rgen
ke Beta (8, w) pada selang (0; 1). Dengan demikian m */m, = 5(r5+w+ 1Yw=
p(6, w), dan

—%:—'L(’-(—;Y)_— +p(8, w)
EA () = Ty H
N [(ET{T—)) (W 2O Y (e

yang tergantung pada  dan w melalui fungsi p.

Selanjutnya akan kita petajari £41 (a) untuk beberapa pola tertentu dalam
memilih harga X. Pertama-tama kita pandang kasus p(8, w) - 0 yang terjadi
misalnya jika w tetap dan 6 - 0. Dengan demikian

' ()
[Yy'(y) — 1]
Y W "+ 21 (12 )
(Y (¥)] —v¢'(y)

Dalam hal ini, m;, - 0 dan m, - 0, sehingga harga-harga X terkonsetrasikan
pada 0. Untuk p(d, w) - oo, yang terjadi misalnya jika & tetap dan w - Q,
EA (o) konvergen ke (y ¢'(y))"t. Disini m, - | dan m, - 0 dan harga-harga X
terkonsentrasikan pada 1.

Kedua, apabila kita ambil & = w, maka distribusi beta simetrik dan p(§, w) =
26 + 1. Untuk & =1 kita punya distribusi uniform (0; 1); jika 8 - oo harga X
terkonsentrasikan pada 0,5; dan jika 8 - 0 harga X terbagi dua sama pada 0
dan 1.

Akhimya, dengan menggunakan Beta (8, w) pada selang (¢; ¢ + 1), ¢ > 0 seba-
gai distribusi limit ¥, untuk ¢ - °0, yaitu kasus dimana semua harga X sangat
berjauhan dari titik asal, maka £EA (&) - (yd'(yn1.

Dalam tabel 2 disajikan harga (limit) E4 (a) untuk beberapa harga  dan berba-
gai kasus khusus distribust Beta (8; w). Dari tabel | dan tabel 2 dapat kita amati
bahwa harga efisiensi asimtotik sangat rendah untuk harga v yang kecil.
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Tabel 1. Harga EA(E), EA(), dan EA(7) Tabel2.  Harga {limit) EA{) untuk bebe-
untuk beberapa harga rapa harga Y dan beberapa kasus
khusus distribusi Beta (8, w).

v EA(])  EAIP)  EAly v ! i "

A 010 .099 .b44 N 100 102 108

3 .081 272 610 3 280 .287 .258

5 179 405 .660 5 417 427 441

.8 317 544 a2 B 560 571 584
1.0 395 .608 753 10 526 637 .649
15 538 713 812 1.5 135 745 154
2.0 831 175 .850 2.0 798 807 .B14
25 696 816 876 25 839 846 852
30 a4 844 895 3.0 .867 873 878
35 F715 .B65 909 35 887 B2 .896
4.0 801 881 920 4.0 902 907 810
45 822 893 928 45 914 918 920
5.0 .830 .904 936 5.0 523 826 829
55 .853 912 941 55 830 934 935
6.0 .B65 919 946 6.0 937 83 841
6.5 B75 926 950 6.5 042 944 346
7.0 .884 830 953 7.0 948 948 o580

lob=ws=1

. §=w—ree

16l w tetap dan § »0
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Gambar 1. Grafik EA() dan EA{Y).
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