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BEBERAPA ASPEK TEORI DAN PEMAKAIAN ;O =
DALAM MASALAH DEKOMPOSISI SINGULIR*) %Tnum“

Oleh: M.A. Djauhari **%)

SARI

Dekomposisi singulir suatu matrks real dapat dipandang dari berbagai sudut. Dengan bantu-
an rangkaian dual, di sini akan dipandang dari sudut operator Escoufier yang berkaitan de-
ngan matriks tersebut. Selanjutnya akan dikemukakan beberupa aspek yung diakibatkan oleh
pandangan ini.

ABSTRACT

The singular decomposition of a real matrix can be approached trom several points of view.
Here we use the Escoufier's operator and the instrument called diagram of duality. With this
instrument we can visualize all mathematica! terms involved in that problem.

1. PENDAHULUAN

Dekomposisi singulir suatu matriks real X ukuran (p x n) dalam bentuk yang seder-
hana adalah dekomposisi dalam elemen-elemen karakteristik dani X X' dan X' X,

Pada umumnya peranan dari baris-baris dan kolom-kolom dun X tidakluh sama.
Mereka tidak menempati ruang vektor yang sama, baik mungkin dimensinya
maupun metriknya. Oleh karena itu yang kita hadapi sesungguhnya bukan
matriks X akan tetapi suatu triplet (X, M, D) di mana M dan D adalah matriks-
matriks simetris definit positif, masing-masing ukuran {p x p) dan (n x n). Ma-
triks M berperan mengukur jarak dan sudut antara vektor-vektor kolom dari X,
sedangkan D berperan mengukur hal yang sama antar vektor-vektor bans dari
X. Mengingat peranan tersebut, matriks M dan muatriks D selanjutnya disebut
metrik.

Ditinjau dari segi pemakaian seperti dalam analisis data. terutana dalam analisis
komponen utamu, dekomposisi singulic bergunu sekali dalam melaksanakan
reduksi suatu matriks data.

*y Penelitian ini. dlak sanakan di Juresan Pendidikon Matomanka bakultes Moatenanike oo Hino Penee-

tabuan Akum. Institut Teknologi Bandung.
*=) Daosen pada Turusan Pendidikan Matematika, Takualtas Matematika don o Pencetahoan AL, Insn-

tut Teknelogi Bandung, Jalan Ganesa 10, Bundung.
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Ditinjau dari segi teori, banyak pendekatan telah dilaksanakan. Dj sini, dengan

bantuan instrumen rangkaian dual, pendekatan yang akan dilaksanakan adalah

dengan melihat sifat-sifat operator Escoufier dari triplet (X, M, D). Dilaksana-

kannya pendekatan ini tidak lain dikandung maksud agar dapat:

a. membuat visualisusi semua mekanisme yang berkaitan dengan dekomposisi
singulir.

b. memberikan peluang dalam pengembangan selanjutnya tentang analisis ma-
triks data tiga dimensi atau lebih, X ukuran (p x n x m).

2. RANGKAIAN DUAL YANG INDAH

Misalkan X adalah matriks real ukuran (p x n) di mana elemen pada baris ke-i
dalam kolom ke-j adalah Xi- Pembahasan dalam bagian ini akan dipusatkan pa-
da pembentukan ruang-ruang vektor di mana vektor-vektor kolom dari X terie-
tak, dan ruang-ruang vektor di mana vektor-vektor baris dari X terletak. Selain
daripada itu akan ditinjau pula kaitan antar ruang-ruang vektor tersebut.

2.1 Representasi vektor kolom dan vektor baris dari X

Terhadap basis kanonik {eg.en, .. S €p } dan ruang vektor E = RP setiap ba-
risan terurut p bifangan (xl-. Xoiy « « oy X i) yang terdiri dari e]emen-elemen
. . . J pj
kolom ke-j dari X, dapat dinyatakan dengan vektor
’f X]j \\
: X250 »
Xl=1. fZ Xij e: i=1,2,...,n
st
*pj/

Jadi setiap kolom ke dari X dinyatakan oleh vektor X! di E. Pernyataan ini

berarti pula bahwa, untuk setiap i dari 1 sampai dengan p, sumbu yang diba-
ngun oleh vektore; Kita kaitkan dengan baris ke-i dari X dalam arti bahwa x.;

ij
adalah harga dari X! pada sumbu tersebut.
Demikian pula terhadap basis kanonik {fy, f2, C fn } dari F = R", setiap
baris ke-i dari X; i=1,2... ., p. dapat dinyatakan oleh vektor X, di F sebagai
berikut:
DX
il )
Xja \ n
Xl - ? le X” f‘
L
-
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Dengan alasan yang sama seperti di atas, hubungan ini berarti pula bahwa sumbuo
yang dibangun oleh fJ tidak lain adalah kolom ke<j dari Xoy =12 . . mn.

Pendekatan yang lebih modem tentang arti geometris baris-baris dan kolom -
kolom suatu matriks real, adalah dcngan memandang ruung, rudng dual ¥ dari
E dan F* dari F. Misalkan fe ™ eq*, . ey Fpdan {0 0k £ 1 ada-
lah  basis-basis dual kanonik mdsmgmdsm" dari E* dan I

e * (ej) = ‘Sij
dan fk* (t‘l):ékl
di mana ’51' dan &, adalah delta Kronecker.
Bila f* diterapkan pada vektor X;. kita peroleh bahwa. untuk setiap i dari |
sampal dengan p;
fj*(xi):xij; =12, ...,n
Ini berarti bahwa harga dari f.* pada baris ke-i dari X, tidak luin adalah elemen

vektor kolom ke-j dari X padai baris tersebut. Dengdn demikian vektor [ *di F*
adalah representasi dari kolom ke+j dari X: j= 1, . n.

1l
J

Dengan cara dan alasan yang sama, sctiap vektor ¢y 0 .20, p, tidak

lain adalah representasi baris Ke-i dari X pada E*.

Sebagai kesimpulan dapat dikemukakan bahwa. untuk setiap j dari 1 sampai
dengan n, terhadap kolom ke-j dari X dikaitkan:

i vektor X)di E

it sumbu yang dibangun oleh vektor l di F

iti bentuk linear f.* dj F*,

Demikian pula, un%uk setiap t dart 1 sampat dengan p. terhadap baris ke-i dart X
dikaitkan:

i vektor X; di F

1 sumbu yang dibangun oleh vektor ¢, diE

iti  bentuk linear e]* di E*.

2.2 Matriks X sebagai transformasi linear

Dari pembahasan datam butir 2.1 kita lihat bahwa sctiup kotom Jari X mempu-

nyai dua representasi vektor; satu di I© dan satu lagi di 5 Demikian pula hul-

nya dengan setiap baris dari X. Melihat hal ini. sewajaravalah jika Kita mem-

permasalahkan hubungan antara X! di b dan f'J i FFoserta antara N di b dan
*di E*.

Pandang transformasi lincar:
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T R > B

o xl=

antuk setiap §odart 1sampad dengan n.
Terhadap basis-Lasis kanonik dari F* dan dari E di atas, kita lihat bahwa ma-
triks transformast dari t tidak lain adalah matriks X senditi.
Jadi kita peroleh diagram:

. X ]

I E

% + Xj

SR

X.. g,
I TR

Dengan cara yang sama, matriks transformasi dari transformasi linear yang me-
metakan ¢ * di B* menjadi X, di [ adalah X' yaitu transpose dari X:

Ny X'

E*® — F

LE .
¢ t )\l

2.3 Rangkaian dual

Misalkan M (p x p) dan D(n x n} adalah metrik-metrik (Euclides) yang diterap-
kan masing-masing padu E dan F. Metrik M berperan mengukur jarak dan sudut

antar dua vektor kolom Jdari X:

E M E*

Xt Mx
di mana Mx(y) = M(x, v} = (x, Y)y = x' My untuk setiap y di E. Sedangkan
metrik D herperan mengukur jarak dan sudut antar dua vektor baris dari X:

F D F*
b Dx

Dimana D (v)=Dlx.y) =(x,y), = x" Dy untuk setiap y di F.

Dari semua pembicaraan terdahulu, dengan mengambil transformasi-transformasi:
V=XDX' dun W= X"MX

kita peroleh,

i drgram komutatit,

E X e

M4V . wiip
X r

yvang disebut rangkaian dual yaitu rangkajan dar semwua transformasi linear

F*
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dan semua ruang vektor yang berkaitan dengan triplet (X. M, D). di mana
X(fj*):xi S =12 n

P |

X'te*) = X, S B S p

it baliwa V dan W adualah bentuk-bentuk bilinear simetris semi definit positif
dan memenuhi,
a) uniuk setiap vektor a dan b dj F*,

(a, by, =a’Wh=2a'X MXb = (Xa)'M (Xb}
=(X (@) . X ()} A
Khususnya, ¢ £j* fj‘*)w =(xX,x,

Catatan Karena M definit, maka Wia, @) = 0 ijka dan hanva jika a di
Ker (X).

Jadi W adalah definit positif jika dan hanya jika X injektif. Selanjutnya,
dalam pemakaian, biasanya p < n schingga X tidak injektif yang berarti
bahwa W hanyalah semi definit positif.

b) untuk setiap vektor x dan y di E¥,

X, ¥y =x'Vy=x"XDX'y=(X"x)D(X'y)
=(X"(x), X (v
Khususnya, (¢;*, ei‘*>v =X, Xi')D‘
Di sini pun berlaku sifat bahwa V adalah definit positif jika dan hanya jika
X' injektif.
Dalam pembahasan selanjutnya, kita akan selalu mempergunakan instrumen

rangkaian dual di atas sebagai alat visualisasi dan sekaligus sebagai tempat berpi-
jak,

3. OPERATOR KARAKTERISTIK DARI (X, M, D)

Telah kita ketahui bahwa setiap kolom dari X dapat dinyatakan oleh suatu vek-
tor di E. Bentuk konfigurasi dari vektor-vektor kolom tersebut, terhadap metrik
M, dinyatakan oleh matriks W yang merupakan pemetaan linear dari F* ke da-
lam F. Dalam pembahasan ini bentuk konfigurasi tersebut adalah merupakan
pusat kajian. Dengan demikian kita akan memusatkan perhatian pada operator
WD yang merupakan operator dari F ke dalam dia sendiri.

Kedua sifat berikut memperlihatkan hubungan antars elemen-elemen karakter-
istik dari operator-operator MV dan WD.
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Sifat 1 Jumlzh semua harga karakteristik dari operator-operator MV, VM.
dan WD adalah sama.

Sifat ini jetas sekain;, cukup dilihat trace dan ketiga operator tescbut.

Sifat 2. Jika a di E*. MV a =X a, danc = X'(a), maka WD ¢ = A ¢. Sebaliknya
setiap vektor ¢ di I oyang memenuhi WD ¢ = x ¢ dengan 2 £ 0, adalah berben-
tuk ¢ = X'(a) di mana a di £*dan MV a=xa.

Bukti:
Pernyataan pertama adalah jelas. Oleh karena itu kita buktikan saja pernyataan
kedua. Dengan melihat pada rangkaian dual. dan hubungan WD ¢ = A ¢ Kita per-

oleli:
MVMXD c=xMXD ¢

Tulis b = MXD ¢. Jadi X'(h) = X'MXD ¢c= WD ¢ =Xc. Karena A % 0, dengan
mengambil a = A ' 1. kita peroleh ¢ = X'(a) di mana a di E* dan a memenuhi
MV a=2Aa. m

Sifat-sifat itulah. selain bahwa WD ditentukan oleh X, M, dan D, vang membuat
operator WD sebagui operator Karakteristik dari triplet (X, M, D). Operator WD
ini bisa disebut operator Lscoufier.

4. HASIL-HASIL PRAKTIS YANG DIPEROLEH

Misalkan WD ¢, = A, ¢ # 0.1 =1, 2, . .ndankhy 2 A, 2. L W
C=A, =0 dl I]ldlll r Lul tlah rank ddll WD Jads untul\ schapl dari | sampa:
dengan r. ¢; = X'ay) untuk suatuag di E*Disini Kita kenali bahwa bila | ¢ I[

Aj . tidak tain komponen utama ke-i dari triplet (X, M. D) untuk setiap i ddn
I ssimpat dengan r

Dalam pembuhasan selanjutnya kita hanya akan memperhatikan akar karakter-
istik vang tidak nol.

Pengan mengambil | < Hf:) = 7\-1. maka dengan sedikit manipulasi operasi-operasi

matriks Kita peroleh sifat berikut.

Sifat 3. Jiku VM u, = 7\ W di b

=020, r ch Ddlljd]]"u tLrhaddp metrik M adalal 1. maka w, = ?\ I'xp <

Tika sefanjutnya sifat 2 dan sifac 3 digabungkan, maka kita peroleh akibat
berikut,
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Akibat 1. Untuk setiap i dari 1 sampai dengan v berlaku:

- I .
Lo =My atau =My
ii *?\ ' V oy,
|
iii M 4 ||\,.[ =1
. 02
1v “ di EV Rl

) e an iasa dise Daeal sunthu utama ke-i dan
Catatan. Vektor-vektor u, dan il biasa discbut sebaga d
faktor utama ke-1.

se kit api ' * alt ILNEAN
Ketiga vektor ¢, . y dan g sekarang dapat dirangkumkan dalam hubung

linear berikut.
¢ = X'a) = X 'Mu;
oy oy ,
ui-?\i V‘li_Aj XI)LI

Akibat 2. (Dekomposisi singulir). Matriks D dapat kita tuliskansebagaiD=T'T
di mana T adalah suatu isomorfisma dari I ke dalam dia sendiri. Isomorfisma ini
menimbulkan perubahan metrik di datam ©° menjudj mctlik satuan 1 ukuran
(n x n). Selanjutnya dari hubungan WD MR ¢, dan [ ¢ H” ?\i kita peroleh
bahwa vektor

T(}\ ¢;)
memcnuhl WO ¥ ?\ y; dan || Y, ”I =1, di mama Wy = TWI" Dengan mengam-
bil kumpulan {yl YooY, } ydntT I():tonornml. maka kumpulan tersebut
dapat kita lengkapi an]ddl {) ..... ¥nl yang merupakan basis f-orto-

normal dard F [Lihat Halmos (]958) Theorem, halaman 127]. Vektorvektor
vi+ 1> roadalah vektor karakteristik dari Wy dengan harga karakteristik sama

dengan nol. Selanjutnya matriks Y. ukuran (n x n). dengan v; scbagai kolom
ke-i. memenuhi sifat:

YY' =1 dan Y'Y =1
Telah kita ketahui bahwa antara u, dan ¢ terdapat hubungan tmear berikut.
XD ¢ = 7\1 u;  atau XT' v, = ?\l

untuk setiap i dari 1 sampai dengan r.

Jika kedua ruas dikalikan, dari kanan. dengan yi dan kemudian dijumlahkan

untuk semua i (Lm I sampai dengan n. muky kita pc rolelt hubungan,
n
TS
XF__ iy, T L Ny Vi
1= ‘I -

i=1 1

n
Sedangkan X Vv =YY
i=1

It

I Jadi. akhirnya kit peroleh hubunean (dekom-

sisi singulir) buhwu'

X = Z u ¢

i=1 !
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5. ASPEK PEMAKAIAN

5.1 Reduksi matriks X

Misalkan k suatu bilangan asli antara | dan r. dan ¢ suatu permutasi pada kum-
pulanil.2, .. .. r}.
Selanjutnya kita tuliskan,

Xr; ”\' = l‘z_ff uﬂ(i) Cr}(i)

Khususnva bila k = r,

.
X =X=2Zu ¢
=1 !
untuk setiup permutasi  o.
Jika o, adalah permutasi  satuan, yakni UO(i) =i untuk setiap i dari 1 sampai

dengan r, secara khusus pula kita luliskan:

’

afr

_ k
X(K)_Xao/k =X u; ¢’
i=1
Dengan sedikit perhitungan yang sederhana, untuk setiap permutasi o, matrks

Xofk dapat kita tuliskan sebagai perkalian dua matriks U ukuran (p x k) dan C”
ukuran (k x n}:

chk =UucC
di mana kolom ke-i dari U adalah vektor UGy dan kolom ke-i dari C adalah

vektor Cotiy-

’

Misalkan MAT  adalah ruang vektor semua matriks real ukuran (p x n). Untul
mengartikan dan mengkuantitatifkan pengertian reduksi matriks X(p x n), pe-
nulis mengusulkan dua proposisi berikut. Proposisi 1 berisi usulan berbentuk
alat reduksi dan Proposisi 2 mengemukakan hasil reduksi beserta kualitas re
duksi. Untuk itu kita pergunakan definisi matriks-matriks M(p x p)dan D{(n x n
seperti pada butir 2.3, '

Proposisi 1 Pemetaan f: MAT X MAT R yang didefinisikar
oleh f(A. B) = Trace (ADB'Mfuntuk set?ap A dan B di MATpn adalah suatt
bentuk bilinear simetris definit positif.

Bukti Sifat bilinear dan simetris dari f adalah jelas sebab;

Trace (P + Q) = Trace (P) + Trace ((Q)

Trace (o PY= & Trace (P)

Trace (P)= Trace (P")

Trace (RS) = Trace (SR)
untuk setiap o real, P dan Q bujur sangkar sertu setiap matriks R{1 x m) da
Stm % 1). Akan ditunjukkan sekarang bahwa ' definit positif.
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fiA. Ay = Trace (ADA'M)
Truce {AP'PA'Q'Q), dengan PP =Ddan Q'Q =M
Trace (QAP'PA QY

= Trace (RR"). dengan R = QAP’

=3 ¥ i

=t =1 Y

dengan r;; adalah elemen baris ke-i dan kolom ke dari R. Jelas bahwa
f(A. A= > 0 untuk setiap A di MATpn an (A, A) =0 jikua dan hanyajika R =10,
Sedangkan R = QAP atau A = Q7 VR(PY ', Jadi f(A, A) = 0 jika dan hanya
jika A=0. a

I

Akibat, Pemetaan [ adalah suatu produk skalar di MATp“ dan besaran (| Al =

\/ Trace (ADA M) adalah norma dari A, untuk setiap A di MATpn

'

Proposisi 2. Untuk setiap permutasi ¢ pada kumpulan {1, 2., r} dan setiap
k dari 1 sampat dengan r, matriks Xo,fk memenuhi: '

1 Xo/k di MATpn dan rank (X.,/k Y=k
ii  norma matriks (X — X olk ) adalah,

XX 1=/ 2 A

i=k+1
WX, X - Xa!k n=a
Bukti. Pernyataan pertama adalah jeias, sebab X _, = UC" di mana Ul(p x k),
C(n x k) dan masing-masing mempunyai rank sebesar k. Untuk membuktikan

pernyataan kedua, Kita pergunakan ketiga hubungan berikut.
a) f(X, X) = Trace (XDX'M) = Trace (X'MXD)

T
= Trace (WD) = .2 )\i

= E 7\ untuk setiap permutas1 a

b). f(X, chk) = f(ngk , )+_k2+1 J )_;, f(“ou) € oty Yo © oﬁ))
=f(Xo“\ . X, ) sebab bilai#j, DDCUU) =0
~ k k ~ T
) X s Xop? =i=31 = 0 €om Yoy € o)
k
=2 Mo Cog Yo © o)
k
=X lo(i) scbab u M Uy = 1:i=1,2,....1.

1

[
It



22 PROCEEDINGS ITB Vol 74, No. 3. 148!

Tadizill X = X, g M7= 00X X X = X )
= (X, X)X X 0 T X X )

k
) i:zk+l7\”(i)
Selanjutnya dengan menggunakan hubungan 1) di atas pernyataan Ketiga segera
kita peroleh keabsahannya. : m

Dari ketiga butir pada Proposisi 2 dapat dikemukakan kesimpulan berikut:

1. Untuk setiap permutasi o, X_, adalah matriks ukuran {p x n), dengan rank-
nya sebesar k, yang merupakan reduksi dari matriks X.
2. Untuk setiap permutasi g ., kualitas reduksi dari matrks Xm,k dapat dihayati
melalui kedua besaran di bawah ini.
a). Dengan metihat X dan X , sebagai vektor-vektor dalam ruang vektor
MAT . kuatitas Xo/k dapat dinyatakan oleh perbandingan norma dari
X, ?erhadap norma dari X:

k
5N
i oll

i=t W
2 o0
5 Mot

b). Dilihat dari segi statistika, bila X merupakan matriks hasil pengukuran p
buah variabel kuantitatif pada n buah individu dan D merupakan metrik
diagonal dengan elemen diagonal ke adalah bobot vektoer kolom ke- da-
1 X. maka ?\o(i) tidak lain adalah variansi dari komponen utama Coei) [Li-

r
hat bagian 4. Paragraf pertamal. Selanjutnya bila M = [p ) )\n(i)
i=1

adalah variansi total dari semua variabel [Lihat sifatl. bagian 3]. Dalam
artian variansi ini. biasanya diambil besaran:

k

SN

:l Tali) o
- —x J0O0%
v

|‘;_‘| ?\rlf“

sebupat kualitas reduksi X”/k.

Berdasarkan kedua ukuran kualitas di atas, kita perolch bahwa X(k) ada-

1ah matriks reduksi dari X yang paling baik di antara semua Xalk:
3 Misatkan MAT (K} = {X”;k s o adalah permutasi pada {1, 2. .. Tt} Jelas
MAT,, [t k)udalah kumpulan bagian dan MAij,lupi ndak merupakan ru-
ang hagian. Berdasarkan butir (iti). Proposisi 2. kita lihat bahwa X, tidak
fain adalah proveksi tegak furus (dalam artian produk skalar 1) dart X pada
MA']'PH( ko
Oleh xarena itu walaupun kualitas reduksinya tinget, karcna MATPH hanya
merupskan kumpulan bagian dari MATM, matriks X(k) belum tentu meru-
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pakan matrks yang paling dekat ke X di antara semua matriks di MA’ fm
yang mempunyai rank sama dengan k <(r.

5.2 Pengertian geomeiris

Dari hubungan ¢ = X'M u, danu, = PC] XD ¢ dapat kita baca bahwa -

i elemen u; dari U i=1,2,...,kdan j=1,2,....p.tidak lain adalah
kordinat vektor bans ke-j dari X pada komponen utama ke-i, dibagi oleh A
di F.

1i elemen o dariC" ;i=1, 2 Jkdanj= 1,2, ..., 5, adalah kordinat vek-
tor kolom ke-t dari X pada Sumbu utama ke-i di E.
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