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Di masa kebelakangan ini anal isactn sejagat (berlawanan
dengan arl ,aLLaaan tetnpatan) telah menular di kalangan matema-
c ikawan dan matemat ikawat i  sebeg i tu  rupa seh inggakan te lah
rnen.jadi hasrat mereka wLuk netanuskan segala anal isaan klasik

kepada ana l isaan se jaE ia t ,  Umpamanya je jak  langkah Mor"u l )  y "ng
telah rnenjadi peneroka dalarn mensejagatkan Kq.Lkulus Ubahan
da lam tahun t igapu luhan i tu  kemudiannya te lah  d i i ku t i  o leh

natemat ikahran-matemat ikawan seper t i  S* .1"2) ,  Pa la i r3 ) ,  dan

* l 'Berdasarkan kepada ceramah yang te lah  d iber ikan  o leh  pe-
ngarang in i  d i  Ko lok ium Jabatan  Matemat ika  Un ivers i t i  Ke-
bangsaan Malays ia ,  Kua la  Lunpur ,  12  September  I975.

* * \'Ke tua  Jabatan  Matemat ika ,  Un ivers i t i  Kebangsaan Malays ia .

| ' ' .  ' : 1 ,  ' ,

O J
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, . \
Heroann-', uotuk menyebut aegellntlr darlnya, 1alu neughldup-
kan bldang klaslk lnl ke tengah-tengatr gelanggang penyeltdtk-
€m. Eegltulatr Juga dengan naslb geonetri bedaot yang tqa ltu

dl mana baru-baru lnl Sptvak5) a"1*, rengunpulkan eegala nr-
tnuaan seJagat geonetrl'bedaao yaDg teLah dlbuat sebelr.urya

(sepertl oreh Ehree*oo6) dan chernT)) a"o or*, bellau eendL-
r1, telah menanpakkan bagalmana bldang 1nt dapat menampung ke-
haueqr penyelldtk-penyelldlk eekaraog. Aotara bldang-bidang
laln lagl yang Eengalaml perubahan yang sarna Deneruai anallsa-

an eeJagat lnl laleh maealah-paealah dalm Aekqi.ka8) , I(esta-

bilqt9) dao tldak kurang Juga btdang lir,llatlual0) 
""od1r1.Dl antara naealah eeJagat dalan kalkulus yang uaelh belum

saya llhat penyeleealan eelengkaPnya lalah maealah meneeJagat-
kart Teorem Pemetaot Teraimt'eama dalao rusng Eaelideut, atau

rtsng Bqneh atau leblh dalamya atae auatu LipatbanyakLl> .
ilenglkut pendapat aaya seauatu anal"leaan sejagat ltu mes-

tllah nempunyal clrl-clrl berl-kut:

(0.1) Rrnusan ltu !0est11ah bebas koordi,nat atau aecarc eetarc-
nya bebas asas. Sebagal contoh yang nudatr k(ta boleh snbll

kaJlarr penajelnaan Linear t, : .nP * nF. Jlka klta katakan pen-

Jeloaan ltnear L ltu talah satu matrlt" (ltt), tereirat di

dalannya lalatr pengguraan 
"""r 

fiP dan n8. i.r Jrt. e,(J - 1r

. . . . . ,  n )  aaas  np  a "o  bn (k  -  1 ,  . . . . ,  n )  aeae  Rn ,  1 , . ,  I  r r 1b t .

Jadl lnl ktta katakan kaJlan ateu rumusan tldak eeJagat.

(0.11) Rumusan d8n keputuaan yang dtperolehl ltu bukan hanya
sah pada sesuatu tltlk dalam ntang yang tertentu atau d! ii-
?arrcrn tltlk ltu. Umpananya ungkapan seperti "Jlka H benar maka
wuJudlah aatu set terbuka yang nenglmpllkan T benar" adaLah
s atrr p ernA at asn t errpatart.

(0.111) Rumusan ltu neetllah nengandungl olalnn-olaltmt bersa-
ha;ja eedapat mungkln. Uupananya telah dlketahul uoum bahawa
olaltot terbitot D tldak bereatraJa karena la, mleaLnya' tldak
menelihara ftngei gubahqt l.f D(f o S) # Df o Dg. Jadl eeeuatu
rumuaan seJagat ltu nestllah tiada menggunakan olahan 1n1.

(0.1v) Rumueaa ltu nestLlatr sah bulcan sahaJa hanya. setakat dl
dalam ruang Banach tetapL Jrga sah dl atas llpatbanyak.

Adalah nenJadi haerat eaya trntuk nenyelesalkan beberapa
pereoalan dalam oeneeJagatkan teorem pemetaan tersirat 1n1.
Tetapl dl dalan kertae lni ttdaklatr ntrngkln aaya menseJagatkan
teorem lnl dernlklan eehtngga ke eoPat-empat elfat (0.1) -
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i .  , : . i - r d . . : : i n  C u a  ! ' " , , "  t i i i  i  . " 1 '  . ; , t e i l t i  b i a S a  l t U

. r : ia l -at i  . f . * r 'q j r ; :  :  c . , l . .e i : - i . t  , ; , ;  se:a?e s( ' -

. .  '  , t ;  i i  ma;r : .  g i : l  nv )  = i :  dan , iaeci  i t : t
o  - c )

.  ,  i ,  ,  r naka  wu . j  ud l ah  J ,  ( x_ )  sebuah  j  i -

!  :  i . . t r  Jai r  i  i  ranarr  v d i  mana f  unesi  F :' o

.. O, ; ,.; I :", i.

-  f ( x )

! i

t .  ; .

, ,  i r
, _ r L t  *

|  1 l
I r , ' -  '

ri inan 7l

. i  r i {  i

5ag ,  semua  x  L  i .  ( x  I  , . . l : : .  Y

Tam|a f  i an  pu la  f  , , -  { l l l  
I  

,  - ;  -  i . x

i -  N - ( y  )  .
: a

)  J .

Bul< t , tn . -a :  (1 ihar  Sp i r 'n , - i l  
f  )  

;

Clr l  tenpatan v; j ;r :r  ;eias di dalan teorem dl atas lalah
tenr-ang penggunaan .. tracoi. i .an. . iacoblan l tu berslfat tempatan
kerana ia t ldak lain <iari  i ,ene4tu peruakiLan sebuah penJelmaan
lirrear terhadap e,$c.., :).: tul-i. - Malahan, telah dlketahui unum
bahawa matriks

e .
J

.  i : '  ya r iU  nempunya i  komponen s . . la r  ne la inkan d ike-

( i
i  i te-
l * r
i  . t '

( e .  )
J

di mana
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j ! : d u k a n  k e - . i  d a n  D c j l " . , . , v , . , t  l ; : : : ,  l r : r i : i t a n  k o m p o n r e  k e - i  h a g l

fungsl g dl (x ,  y ) ,  ,vang mecxanri i i  ket.ahui sebagai
o "  o '

l r

I te - (x  .v  )  :  i ' "  '  . i ^^-  ' c " o

suatu pemet.aan l lnear.
S l fa t  tempatan yang keCr la  '?ang te rdapac d i  da lan  fecrem

dl- aras lalah sudah tentu r(ntang penggunaan j iranan.

Versi ff (dalon tuang Bcnt;;:h,:

Katakan E, F, G adalah r- l ta ruang Banach dan g se!--uai. ,  p,o.-
metaan boleh-beda se' idrd j ;r i r4_i ^r.  atas .:ubset rerbuko. ACE x F
ke da lo t  G.  KaEakan (xo ,Yo)  sa t : r  i l t l k  da lam ^ {  d imana B( :< , r ,  -v " )

= 0 dan terbltan D2g(xo,yo) hont 'amcrf isme i inc:tu'  i , ,e : :ei.unl ' i ' .  ( .

Maka; wuJudlah sebuah j irotan t i-r iui , : i  .J- (x,_) pada xo sehI.n9-ga-

kan akan terdapat sebuah pemei.airr se:a;:, , i (u'  gang uni!. ' .  dtas
J^  (x - )  ke  da lam F demlk lan  se l r :ngga r , j  ( :< , )  =  v  ,  ( " , ,  0 (x )  )  i  A

O  O  ' :  - . : -

dar  g (x ,  U(x ) )  =  0  bag i  se tJap x  r  . l ^  (x , . )  d i  mana rJ . r  bo le l r -
beda secara  se lanJar  da lam J6  ( * ._ . ) ,  da i i  t i i rh i tannr /a  la lah

D  0 ( x )  -  - ( o z  g ( x ,  r l i ( x ) ) * l  , ; ( D ,  g i s ,  ' ! , ( . 1 ) ) .

Bukt r l :  I . lha t  D ieudonn6 l3)  ,  h " I l . * ,n  J65 -  '2 t j i .

Perhat ikan  bahawa te rb i tan  separa  i i , ,  e i . x . ) ,yc ) )  t ldak  ber -

s l fa t  seJagat  kerana Ia  me l j .ba tkan asas .  l la . la i ran  j i ka

maka

dJ mana {an_v*a dltakri fkan sebagai

8  :  A C  E  x  F  >  ( i

D g : A + L ( f ' x F ,  1 i )

l l e (u  +  h )  -  e (u )  -  Ds ( i ' )  i i

l l t ' l  t

(1 )

t2)

had
h  * 0 ( 3 )



(L (E r ' :  F ,
Seterusnya
maka }c (t  )
bersa i ia j  a )
i t r - l  .  -  i  i

C) iai. :r ! :  , , , ;r : :
j i ka  : -  :  I
e  L ( - : .  L  > :
kepaci* l-  ; :

.  . I lkr,  kl .r ; i

; l t l i : , ? ,  : ,  . : 1 . .

- - ,  : l

F ' r  l . - ' i t , - i

i  r i n r r  r t : . -

.  : . . ; . . ( . r : :  . I i : i i  i  :  t j  j  i .  . i . .
;  r '  : . .  , . .  i  . : : . { . r . i . . . : , p i  - ; r  . .  : .

.i. i-' , L -r; i: i i,--;6g;,;, ;]:. i . r

U l r i : i 1 L i i . i _ . { i ;  : i l ' . . i i  i } a , :  ,

cian ci,ei,  sebab

g o c l l - G ,

naka D(g  o  c )  ( r . i  € .  L ( i ,  c )  dan

D ( s  o  c ) ( t )  ( 1 )  =  d ( s - g  . )  ( r ) ,  1  e  r ? .dt

ie tap i .

D ( s  o  c ) ( 1 )  =  D e ( c ( t ) )  .  n c ( t ) ( r )

= Dg(c( t ) l  .  i i  r t l .

Pi l lh  c ( t )  =  a r  +  b ,  naka (6 ) ,  (7 )  dan (g )  qember lkan

De(c ( t ) ) ( a )  =  
# , r  o  c ) ( r )

( c  o  c ) ( t  +  h )  -  c  o  c ( t )
h

s ( a ( r + h ) + b ) - 8 ( a + r b )
h

e ( c ( t ) + h a ) - e ( c ( r ) )

Darl (10) Jelas menunJukkan bahawa Jlka a =
narla 

A e F dan 0 e E naka (tu1ls c(r) = u = (5rur)

Dg(u) (0,a, = 
lt o

!  4, i

(s)

(6 )

( 7 )

= had
h - f 0

= had
h + 0

= had
h - | 0

(e)

(  10)

(0 ,  aa )

e E x

dt

r)

a( \ , " ,  +  har )  ' -  g (u r ,ua)
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lt

= D,  s (u)  (a r ) . (  11)

Jadi dengan menyatakan teorem fungsl tersirat dalam se-

buEan D^ g(u) dengan secara taklangsung telah nellbatkan koor-

d lnat  161tu satu s l fa t  taksejagat  ( l that  (0.1) .

sementara ltu telah dlsebut dahulu bahawa sebarang teorem

primetaao terslrat dalan sebutan terbltan D adalah tldak di-

ingtnl untuk suatu rumus:ur seJagat, kerana pengolah D tidak

bereahaJa. Inl Jelas dar! "fakla rantaian" dl mana terbitan
peEtaan gubahan tl-dak memellhara pemetaan gubahan ltur nalah

D ( f o e ) * D f o o g

tetapl eeballknYa

D( f  o  e ) ( x )  =  D f (e (x ) )  '  oe (x ) '  ( 12 )

(D dlkatakan bukan ttfungtot' kouariant') -
Pengolah yang bersahaja yang ada sangkut-paut dengan ter-

bltan lalah pengolah tangen T.
Jika X dan Y sebarang ruang Banach dan

f  :  v (  X + W C Y  ( 1 3 )

maka Tf, tangen kepada f, dltakrtfkan sebagal

T f  : T V = V x X - > T W = W x Y  ( 1 4 )

dl uana untuk sebarang (v'x) e TV

T f ( v , x )  =  ( f ( v )  ,  D f ( v )  ( x ) .  ( 15 )

T nemanglah pengolah bersahaJa, nalah teorem berlkut adalah

benar. 
?

Teorem 7

K a t a k a n  f  :  V C  X + W ( Y  d a n  g  :  w C  Y *  C  C Z '  b o l e h -

b e d a  s e c a r a  s e r a n J a r  k  k a l i  l . i  f , g .  c ( k ) .  M a k a ,  g  o  r .  c ( k )
dan

r k ( g o f ) = T k g o r k f .
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Bukti: (dengan atwhqt cf. rujukan 8) hal"n"n 9).

Untuk k = 1

T ( s  o  f ) ( x , y )  =  ( ( g  o  f ) ( x ) ,  D ( s  o  f ) ( x ) ( y ) )

=  ( g ( f ( x ) ) ,  D e ( f ( x ) )  '  o r ( x ) ( y ) ) .

Tetapl

(Tg o Tf)  (x ,y)  = Tg o Tf  (x ,y)

=  Tg  o  ( f ( x ) ,  D f ( x )  ( y ) )

=  ( g ( f ( x ) ) ,  D f ( f ( x ) )  .  n f ( x ) ( v ) ) .

Jadl Jelaelah teoreu l-tu benar untuk k = 1.

Katakao lanya benar untuk k = n.
n+l

l taka Trr(S o f) = T(Tn(g o f)

=  T(Tn g  o  Tn f ) ,  o leh  h ipo tes ls

tol g o To*1 f,  sebab teorem benar
bag l  k  =  ! .

Q .  E .  D .

Untuk mendapat teorem pemetaan seJagat di dalarn ruErng
Banach klta memerlukan konsep-konsep berlkut.

Takr[f 1

Jlka X nrang-ruaog Banach dan V lal-ah subset terbuka,
naka V x X dlkenall sebagaL berkas uektoz, tenrpatut atatt Lipat-
funyak tentpatut. V dtkenalt sebagai ruqlg topak.

Takri.f 2

Set V x {O}, 0 e x dlkenall sebagal seksi sifat bagl
V x X, manakala set {v} x X, v e V dipanggll serabut atas u
bagt  V x X.

?al<rif 3

Pemetaan n : V x X + V, dl mana n(v,x) = v dlkenalt seba-
gaL uqjurut V x X. Perhatlkan bahawa dengan lnl bermakna

- l
t v l  x  X  -  n  -  ( v ) .
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Teoz,em fingei tersirat aemieejagat (cf. ruJukan 8), halaman
28)

Katakan A, E, F, G dan I adalah sepertl yang dinyatakan

dalan teoreo pemetaan terslrat tempatan ltu. Jlka tg/n-l (a),
Y a E A, taogen g tersekat kepada serabut atas a bagl A x
(E x F) adalatr pemeteao eurJektlf dan TSIA x {0}, 0 e E x F
tengen I ataa eeksl sLfar bagl A x (E x F) adalah pedetaan
slfar, maka semua keputusan dalam teoren pemetaan terslrat
tempatsn ltu adalah sah dalan suatu Jiranan dl dalan E.

Bukti:

Klta hanya perlu nenunJukkan bahawa hlpotesls teoren dl
ataa menginrplikot hipotesls teorem pemetaan terslrat tempatan.
Tgl{eek8l elfar bagl A x (E x F) }

- Tg, dl mana funjarartnya lalah Tg(a, 0) :
Y a e A C E x F d a n 0 e E x F )

-  Tg,  d l  mana banJarannya la1ah { (g(a) ,  Df(a)(0))
Y  a  e  AC E  x  F  dan  0  e  E  x  F )

- Tg, di nana banJarannya ialah {(g(a), 0)
Y a e AC E x F dan 0 e E x F), sebab Dg(a) pe-
metaan llnear.

Jadl hlpotesls Tg/{seksl slfar} ltu peoetaan slfar nenglmpllk-
an

8 ( a )  =  0 ,  Y  a  e  A C  E  x  F .

Inl lalah salah satu hlpotesis dalam Teorem Fungel Teryatan.
Sekarang kita 1lhat pula akan *npliart Tg/{serabut etas a

bag l  A  x  (E  x  F) ]  f tu  sur jek t i f .
Tg l {serabut  a tas  a  bagL A x  (E  x  F) }

Tg, di mana banJar.nnya lalah {tg(arb) :
b e E x F ,  d a n a t e t a p )

=  Tg,  d i  mana banJar€rnnya ia lah  { (g (a) ,  oe(a) (b ) )
b e E x F ,  d a n a t e t a p ) .

Oleh sebab Tgl{serabut aras a bagl A x (E x F)} surjekttf

l : l : " " U " n  
p a s t i l a h b a g i  s e r L a p  c  e c  w u J u d l a h b  e  E x F d l

De(a)  (b)  = c ( i )

i . l  D re (a ) (bu )  +  D re (a ) (b r )  =  c ,  b .  c  E  dan  Ba  e  F  d i  mana
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l i , y  i .a la l ;  ' ,e rb i t - ; i i  - i . ! )  t : . j  i : ' - : - :  i r : ' i l , i  g  r  i  i i , , , r i  l ) ie ,u< i . rnn5,  ha la -

m a n  l i , 7 ) .
K h a s n y a  j i k a  c  =  { ; t  ,  i > l i : i r  r e L r ; r b  D g ( a )  i i . n e a r  c i a n  i n j e k t i f

u r a k a  b  =  0  b u k a n l a h  h a n v a . s a t u - s a t u n y a  p e n v e l e s a i . a n  ( i )  i . t u .
in i  i re rmakna t r ,  < ia r - '  ba  ada la i i  t . ) , ; ; ( i . \ t . -71 ; , ; -  ' . , , f  l l . t ' : . i .nq  ! ,ey ,Eantung

t ( : . r : t ) ] i : ' . ' . : , . r . € ; : ! , "  J a d i .  l i . g i i r J  a L a u  I t " g ( a )  m e s t j .  1 a h  s a l a h  s a E u n y a

m e l u o a k a n  h o m e o m c r r f i s m e .  I n t  t i d a k  l a i n  d a r i  h i p o t e s i s  T e o r e m
l-ungsi i 'e ' : 's ir :at 1' trrnpatan.

Q .  E .  D .

T'eorem di at-as kita na-urakan semisejagat kenara ia mengan-
dung l  unsur  temparan l . i  j l ranan da lan  seks i  s i fa r  JU(xo)  dan

t idak  mel ipu t j -  l i pa tbanyak .  D i  da lam kasus-kasus  amal i ,  k l ta
akan Leb ih  senang j l ka  k l ta  t idak  per lu  meru jukkan kesahan
Teorem Fungs i  Ters i ra t  d i  da lam j l ranan J^  (x^ )  in i  kerana ia

bukan saha ja  sukar  mengetahu i  n i la i  6  i tu14) ,  te tap i  amat  t1 -
dak menyenangkan malah kalau kita perhatikan fungsi

di  rona

2
g : n  + h '

a a

g ( x ; y ) = x - y - - 1

naka klta akan dapati  Teorem Fungsi Tersirat dt atas t idak be-
gltu berguna, kerana di samping kewujudan U klta juga boleh
nendapatkan sa tu  lag i  fungs i  te rs i ra t  Q d i  da laur  g (x ,y )  =  0
yang slfatnya amat t idak dl lnglnl.  l {alah kita boleh arnb11

J lka  x  e  {nombor  n isbah bukan s i fa r }

0(x)  =  <

j i ka  x  e  {nombor  rakn isbah}

Fungsl lnl  tentu sekal l  t ldak boleh-beda! Contoh lni rnengaJar
klta bahawa untuk mendapat satu Teorem Fungsi Terslrat yang
leblh amal1 klta memerlukan hlpotesls tambahan.

I

; ,

1
xI
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Teotem Furqsi, Tersi-t'at Sejagat li iai.;nn yaang Ecnaeh

Jika hlpotesls-hlpotesls dl dalarn Teorem Fungsl Terslrat
Senlsejagat i- tu benar dan di samping l tu j ika I tersekat pada

serabut  a tas  aE e  E bag l  A(  E  x  F  ada lah  in jek t l f  bag l  semua

a"r maka sifat-slfat sebarang fungsi tersl-rat p l tu sah dl se-

lqruh kawasan T,(A), di mana rr,  lalah unjuran A ke seluruh
r _1.

komponen pertamanya.

Bukt i :

Katakan V_- :  J,r (x.,) C n1(A) * r"(A) lalah fuogsl ter-
* i  ' r .  r  J-

slrat sepert i  yang terdapat dl dalan Teorem Fungst Tersirat
Senisejagat (atau tempatan 1tu), untuk suatu x, e nr(^A) dan
1 e I (suatu set lndeks). Takrl fkan

{ t : n r ( A ) + n r ( A )

d1 mana

U ( x ) = 0  ( x ) , Y x e  J n  ( x . )

" i  
o f  1

Menuru t  h lpo tes is ,  V  x  e  . l ^  (x . , )  J^  (x r )
" i  -  " j  '

g ( x ,  0 *  ( x )  =  g ( x ,  V . .  ( x ) )  =  0
x .

a J

{ r  ( 1 )  = p  ( x ) .
*1 *j

Jadi 0"" 
- 

**, Or senua i  dan J, d1. mana sahaja dl.  per-

si lcmgctrt r tr terah t l*.  dengan daeralr ' ,J., . .  i ; l .eh l tu I '  t :ztt , ' tkr i . !

rapzl dan unik-, di rnana salraja ar a"joln U J^ (xri  = r,  (A),

i r l  
u l  L  I '

asa lkan saha ja  s t r t iap  JO (x , )  i - . : r ' r :  i .7 . " : . : , :  c i . - : ynan JA ( * i ) .
" i  -  - J  J

Sekarang katakan wujrrd Fungsi I 'erslrat { yang dlberLkan
oleh

.  D .  c
tl\ -

r p ( x ) = g r ( x ) , V x J,s 
. 
(*t)



7 3

dl oaoe

or, - o dl naoa o lalatr set nul'

Tet8pl aetlaP fungal 0, tnt boleh dipezpotiotglcat kepada

I, ...p.y. $1'9r, dl atas, dan oleh ltu 6,' 6l d1 atea

r O  D r  / 0 .  
r

eJ *J
- J r d l r e t l a p 0 . e d a l a h k e r e t a n d a r l s a t u p t ' D g s l . T e r s l r a t

rnfL {, dl deroo rr(A).
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