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PENSESAGATAN TEOREM PIMETAAN TLRSIRAT
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Shaharir Mohamad Zain

Tecpom pemetaar tersirat  tempatan  yang
C diperluaskan Degilti Yupa se-
secara deyagsl di liim suatu

BETHRACT

The well known local implieit mapping
theorem 1 extended in  such a way that it is
valid giebaly in a Banach space.

. Prakata

Di masa kebelakangan ini analisaan sejagat (berlawanan
dengan analisaan tempatan) telah menular di kalangan matema-
tikawan dan matematikawati sebegitu rupa sehinggakan telah
menjadi hasrat mereka untuk merumuskan segala analisaan klasik

)]

kepada analisaan sejagat. Umpamanya jejak langkah Morse yang
telah menjadi peneroka dalam mensejagatkan Kalkulus Ubahan
dalam tahun tigapuluhan itu kemudiannya telah diikuti oleh

. . . 2 .
matematikawan-matematikawan seperti Smale ), Palals3), dan

*)

Berdasarkan kepada ceramah yang telah diberikan oleh pe-
ngarang ini di Kolokium Jabatan Matematika Universiti Ke-

bangsaan Malaysia, Kuala Lumpur, 12 September 1975.
%%
)Ketua Jabatan Matematika, Universiti Kebangsaan Malaysia.
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Hermanna), untuk menyebut segelintir darinya, 1lalu menghidup-
kan bidang klasik ini ke tengah-tengah gelanggang penyelidik-
an. Begitulah juga dengan nasib geometri bedaan yang tua itu

di mana baru-baru ini Spivaks) telah mengumpulkan segala ru-
musan sejagat geometri bedaan yang telah dibuat sebelumnya

(seperti oleh Ehresmann6) dan Chetn7)) dan oleh beliau sendi-
ri, telah menampakkan bagaimana bidang ini dapat menampung ke-
hausan penyelidik-penyelidik sekarang. Antara bidang-bidang
lain lagi yang mengalami perubahan yang sama menerusi analisa-

an sejagat ini ialah masalah-masalah dalam Mekanikas)

9 dan tidak kurang juga bidang Kalkuluslo) sendiri.

Di antara masalah sejagat dalam kalkulus yang masih belum
saya lihat penyelesaian selengkapnya ialah masalah mensejagat-
kan Teorem Pemetaan Tersirat sama dalam ruang Euclidean, atau

ruang Banach atau lebih dalamnya atas suatu Zipatbanyakll).

Mengikut pendapat saya sesuatu analisaan sejagat itu mes-
tilah mempunyai ciri-ciri berikut:

] Kesta’
bilan

(0.1) Rumusan itu mestilah bebas koordinat atau secara setara-
nya bebas asas. Sebagal contoh yang mudah kita boleh ambil

kajian penjelmaan linear L : F® » R®. Jika kita katakan pen-
jelmaan linear L itu 1alah satu matriks (1 k)’ tersirat di

dalamnya ialah penggunaan asas A" dan R®. 1.1 jika ej(j =],
seessy M) asas F" dan bk(k =1, ...., n) asas Rn, Lej =1..b .

jk 'k
Jadi ini kita katakan kajian atau rumusan tidak sejagat.

(0.11) Rumusan dan keputusan yang diperolehi itu bukan hanya
sah pada sesuatu titik dalam ruang yang tertentu atau di ji-
ranan titik itu. Umpamanya ungkapan seperti "jika H benar maka
wujudlah satu set terbuka yang mengimplikan T benar" adalah
satu pernyataan tempatan.

(0.111) Rumusan itu mestilah mengandungi olahan-olahan bersa-
haja sedapat mungkin. Umpamanya telah diketahui wumum bahawa
olahan terbitan D tidak bersahaja karena ia, misalnya, tidak
memelihara fungsi gubahan i.1 D(f o g) # Df o Dg. Jadi sesuatu
rumusan sejagat itu mestilah tiada menggunakan olahan 1ini.

(0.iv) Rumusan itu mestilah sah bukan sahaja hanya setakat di
dalam ruang Banach tetapi juga sah di atas lipatbanyak.

Adalah menjadi hasrat saya untuk menyelesaikan beberapa
persoalan dalam mensejagatkan teorem pemetaan tersirat ini.
Tetapi di dalam kertas ini tidaklah mungkin saya mensejagatkan
teorem ini demikian sehingga ke empat-empat sifat (0.1) -
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bagi semua X ¢ J;(xw) Care ¥ < N (v ).

Tamratan pula © = €7 -0 {x )].

Buktinua: (lihat Spivar <)

Ciri tempatan van: felas di dalam teorem di atas ialah
tentang penggunaan Jacoihian. Jjacobian {tu bersifat tempatan
kerana ia tidak lain dar! pemewtu perwakilan sebuah penjelmaan
linear terhadap ascs pvwo?. Malahan, telah diketahui umum
bahawa matriks

¢ mempunyai komponen si melainkan dike-
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1
audukan ke-i dan DeTix v 3 fslan rerbitan  komponen ke-i hagi
fungsi g di (x ,yo), vang memanyg Jiketahui sebagai
o

i .1 -
Dg (xp,yo) L

suatu pemetaan linear.

Sifat tempatan yang kedua vyang terdapat di dalam tecram
di atas ialah sudah tentu tentang penggunaan jiranan.
Versi II (dalam ruang Bancohl

Katakan E, F, G adalah tiga ruang Banach dan g sebuah po-
metaan boleh-beda secara ceilcawjur atas subsct terbuka ACE x F
ke dalam G. Katakan (xo,yo) satn titik dalam A dimana g(xo,yu)

= 0 dan terbitan ng(xo,y ) homeomorfisme linear ke selurur G.
0
Maka; wujudlah sebuah Jjiranan torbuba J (= ) pada X, sehingga-
% ¢

kan akan terdapat sebuah pameigun eelar/ar yang unik  atas
JS(xo) ke dalam F demikian sehingga y(x_ ) = v (% () € A

dan g(x, Y(x)) = 0 bagi setiap x ¢ J (x)) di mana Y boleh-
beda secara selanjar dalam JG(XO)’ dan térhitannya ialah

D Y(x) = —(D? g(x, w(x)}"] o(D, glx, G(x)).

Bukti: Lihat Dieudonnél3), halaman 265 - 267.

Perhatikan bahawa terbitan separa O, 8l ,y ) tidak ber-
2 2770

sifat sejagat kerana ia melibatkan asas. Malahan jika

g : ACExXxF »g (1)
maka

Dg : A > L(F x F, ) (2)

di mana ianva ditakrifkan sebagai

had ilg(u + h) - g(u) - Dg{h)fi
-+ 0
" Inl}

=0 3)



(L{E x F, 5% igial wsor
Seterusnya jika - :
maka Dot € L{5., E ¥

bersahaja} kepadz L
{1j. ¥ ¢ R. Jika kits

dan cieh scbab

maka D{g o ¢)(t} € L{(&, G) dan

Dg o o) (e)(1) = HBL D (1) ¢ p,

Tetapi

D(g o ¢)(1) = Dg(e(t)) - De(t) (1)

pgle(t)) gf t).

Pilih c(t) = at + b, maka (6), (7) dan (8) memberikan

Pg(e(t)) (a) = <= (g 0 ) (v)
= hag JB©oS)(t +h) - g o c(t)
h+0 h
- hag &t +h) +b) - g(a + tb)
h~+0 oo
- had g(c(t) + ha) - g(cgt))-
h+0 h

(5)

(6)

n

9

(10)

Dari (10) jelas menunjukkan bahawa jika a = (O,aF) di
mana a; € F dan 0 € E maka (tulis c(t) = uy = (uE,uF) £ E x F)

g(uE,uF + haF) - g(uE,uF)
h

Dg(u)(O,aF) = had
h~->0
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=D, g(w (ap)- (11)

Jadi dengan menyatakan teorem fungsi tersirat dalam se-
butan D, g(u) dengan secara taklangsung telah melibatkan koor-
dinat i%itu satu sifat taksejagat (lihat (0.1).

Sementara itu telah disebut dahulu bahawa sebarang teorem
pémetaan tersirat dalam sebutan terbitan D adalah tidak di-
ingini untuk suatu rumusan sejagat, kerana pengolah D tidak
bersahaja. Ini jelas dari "fatwa rantaian” di mana terbitan
pemetaan gubahan tidak memelihara pemetaan gubahan itu, malah

D(f o g) # Df o Dg
tetapl sebaliknya
D(f o g)(x) = Df(g(x)) * Dg(x). (12)
(D dikatakan bukan "fungtor kovarian™).
Pengolah yang bersahaja yang ada sangkut-paut dengan ter-

bitan ialah pengolah tangen T.
Jika X dan Y sebarang ruang Bamnach dan

f: VCX+*WCY (13)
maka Tf, tangen kepada f, ditakrifkan sebagai
Tf : TV=VxX>TW=WxY (14)
di mana untuk sebarang (v,x) € TV

Tf(v,x) = (£(v) , DE(W)(x). (15)

T memanglah pengolah bersahaja, malah teorem berikut adalah
benar.
Teorem 1

Katakan f : VC X+>W(CYdang : WCY~>GCZ, boleh-

beda secara selanjar k kali i.i f,g ¢ C(k) (k)
dan

. Maka, g o f € C

Tk(g o f) = Tk g o Tk f.
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Bukti: (dengan aruhan cf. rujukan 8) halaman 9).
Untuk k = 1

((g o £)(x), D(g o £)(x)(y))
(g(£(x)), Dg(f(x)) = Df(x)(y)).

T(g o £)(x,y)

Tetapi

(Tg o Tf) (x,y) Tg o Tf(x,y)

Tg o (£(x), Df(x)(¥))

(g(f(x)), DE(£(x)) * DE(x)(y)).

Jadi jelaslah teorem itu benar untuk k = 1.
Katakan ianya benar untuk k = n.

Maka Tn+1(g of) = T(Tn(g o f)

T(Tn g o ™ f), oleh hipotesis

= Tn+1 g O Tn+1 f, sebab teorem benar

bagi k = 1.

Q. E. D.

Untuk mendapat teorem pemetaan sejagat di dalam ruang
Banach kita memerlukan konsep-konsep berikut.

Takrif 1

Jika X ruang-ruang Banach dan V ialah subset terbuka,
maka V x X dikenali sebagal berkas vektor tempatan atau lipat-
banyak tempatan. V dikenali sebagai ruang tapak.

Takrif 2

Set V x {0}, 0 € x dikenali sebagai seksi sifar bagi
V x X, manakala set {v} x X, v & V dipanggil serabut atas v
bagli V x X.

Takrif 3

Pemetaan ™ : V x X > V, di mana m(v,x) = v dikenali seba-
gai unjuran V x X. Perhatikan bahawa dengan ini bermakna

{vl xx= ﬂ-l ).
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Teorem fungsi tersirat semisejagat (cf. rujukan 8), halaman
28)

Katakan A, E, F, G dan g adalah seperti yang dinyatakan

dalam teorem pemetaan tersirat tempatan itu. Jika Tg/ﬂ-1 (a),
¥ a € A, tangen g tersekat kepada serabut atas a bagi A x
(E x F) adalah pemetaan surjektif dan Tg/A x {0}, O € Ex F
tangen g atas seksi sifar bagi A x (E x F) adalah pemetaan
sifar, maka semua keputusan dalam teorem pemetaan tersirat
tempatan itu adalah sah dalam suatu jiranan di dalam E.

Bukti:

Kita hanya perlu menunjukkan bahawa hipotesis teorem di
atas mengimplikan hipotesis teorem pemetaan tersirat tempatan.
Tg/{seksi sifar bagi A x (E x F)}

= Tg, di mana banjarannya ialah Tg(a, 0) :
¥acACExFdan 0 € E x F}

= Tg, di mana banjarannya ialah {(g(a), Df(a) (0))
VacACExFdan 0 € E x F}

= Tg, di mana banjarannya ialah {(g(a), 0)
¥Va€ACEx Fdan O ¢ E x F}, sebab Dg(a) pe-
metaan linear.

Jadi hipotesis Tg/{seksi sifar} itu pemetaan sifar mengimplik-
an

g(a) =0, ¥aec ACE xF.

Ini jalah salah satu hipotesis dalam Teorem Fungsi Tempatan.
Sekarang kita lihat pula akan <implian Tg/{serabut atas a
bagi A x (E x F)} itu surjektif.
Tg/{serabut atas a bagi A x (E x F)}
= Tg, di mana banjarannya 1alah {Tg(a,b) :
b e ExF, dan a tetap}

= Tg, di mana banjarannya ialah {(g(a), Dg(a) (b))
beExF, dan a tetap}.

Oleh sebab Tg/{serabut atas a bagi A x (E x F)} surjektif
maka sudah pastilah bagi setiap ¢ € G wujudlah b € E x F di
mana

Dgla)(b) = ¢ (1)

i.i D,g(a)(b) + D.g(a)(b) =c¢, b_ € E dan B_ € F di mana
1 E 2 ¥ o F
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Iy ialap cerbitan separas ke-I bapi g {linat Dieudonné, hala-
man 1673,

Khasnya jika ¢ = U, oleh sebab Dg(a) linear dan injektif
maka b = ( bukanlah hanva satu-satunya penvelesaian (i) itu.
Ini bermakna &y dan b adalal vextor-velor sqling bergantung

gergry Loivexr. Jadi D gia} atau Dqg(a) mestilah salah satunya
1 =
merupakan homeomorfisme. Ini tidak lain dari hipotesis Teorem
Fungsi Tersirat Tempatan.
Q. E. D.
Teorem di atas kita namakan semisejagat kenara ia mengan—
dungi unsur tempatan i1.i jiranan dalam seksi sifar Jé(xo) dan

tidak meliputi lipatbanyak. Di dalam kasus-kasus amali, kita
akan lebih senang jika kita tidak perlu merujukkan kesahan
Teorem Fungsi Tersirat di dalam jiranan J&(x ) 1ini kerana ia

bukan sahaja sukar mengetahui nilai § itulA), tetapi amat ti-
dak menyenangkan malah kalau kita perhatikan fungsi

di mana

22
g(x3y) = xy” -1

maka kita akan dapati Teorem Fungsi Tersirat di atas tidak be-
gitu berguna, kerana di samping kewujudan Y kita juga boleh
mendapatkan satu lagi fungsi tersirat ¢ di dalam g(x,y) =0
yang sifatnya amat tidak diingini. Malah kita boleh ambil

}

lt Jika x ¢ {nombor nisbah bukan sifar}

- % , jika x ¢ {nombor taknisbah}.

Fungsi ini tentu sekali tidak boleh-beda! Contoh ini mengajar
kita bahawa wuntuk mendapat satu Teorem Fungsi Tersirat vyang
lebih amali kita memerlukan hipotesis tambahan.
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Teorem Fungsi Tersirat Sejagat 1 dalam ruang Barach

Jika hipotesis-hipotesis di dalam Teorem Fungsi Tersirat
Semisejagat itu benar dan di samping itu jika g tersekat pada
serabut atas a, € E bagi AC E x F adalah injektif bagi semua

ags maka sifat-sifat sebarang fungsi tersirat ¥ itu sah di se-
lyruh kawasan ﬂl(A), di mana nl ialah wunjuran A ke seluruh
komponen pertamanya.

Buktz:

Katakan ¥ : Jo (x,) C 7, (A) *» 7_(A) ialah fungsi ter-
Xy 61 i 1 2
sirat seperti yang terdapat di dalam Teorem Fungsi Tersirat
Semisejagat (atau tempatan itu), untuk suatu L € nl(A) dan
i € I (suatu set indeks). Takrifkan

Yo wl(A) > m,(A)
di mana

YP(x) = wx (x) , ¥x¢ JG (x,)

i i1
Menurut hipotesis, ¥ x ¢ J,. (x,) J, (x.)
8 i §.°7]
. i 3
glx, v (x) = glx, ¥ (x)) =0
x X,
i h]
=y (x) =49 (x).
X X,
i i
Jadi’wx = wx bagi semua i dan j, di mana sahaja di per-
i 3
silangan daerch wx dengan daerah $‘ . Cleh itu ¢ tortakrif
i i
rapi dan unik, di mana sabaja di dalam U J6 (xi) = ﬁ](A),
iel i )
asalkan sahaja setiap J. (x,) Pevasilang dengan J, (x ).
61 i : < Gj

Sekarang katakan wujud Fungsi Tersirat { yang diberikan
oleh

) =6, (x) , ¥x D, CI (x)
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di mana

D D. = 0 di mana 0 ialah set nul.
¢if\ ¢j n a

Tetapl setiap fungsi ¢ N ini boleh diperpanjangkan kepada
3 supaya 5 = ¢ di atas, dan oleh itu $i_- Ej di atas

X
n—ﬂ n3 fo.

J
Jadi setiap ¢i adalah keratan dari satu Fungsi Tersirat

unik ¢ di dalam 1r1(A)

Q. E. D.
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