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POISSON BRACKET RELATIVISTIK*)
Hans J. Wospakrik**)

RINGKASAN

Dalam artikel ini dicoba memperluaskan
notast Poisson Bracket dalam Mekanika Klassik
ke dalam ™ ruang-waktu berdimensi empat dart
Teort Relativistik Khusus. Formulasi ini, ter-
nyata sangat menarik sekali karena memberikan
persamaan-persamaan gerak relativistik muncul
secara wajar sebagai konsekwensinya.

ABSTRACT

Classical Poigson Bracket is extended to
the four dimensional space - time formalism in
Special Relativity. This formulation gives
the relativistic equation of motion appeared
directly as its consequenced.

I. Pendahuluan

Artikel ini merupakan suatu review terhadap artikelnya
P.A.M. Dirac yang dimuat dalam, Rev. Mod. Phys. 21, 3, 329
(1947).

Tujuan utama dari artikel ini adalah memperluaskan notasi
Poisson Bracket (PB) dalam Mekanika Klassik yang biasanya di-
definisikan terhadap momentum dan koordinat dalam ruang tiga
dimensi ke dalam formulasi ruang-waktu berdimensi empat dari
Teori Relativitas Khusus dengan memperkenalkan momentum-empat
dari momentum-energi yang relativistik dan koordinat - empat
dari ruang-waktu.
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Dalam Bab II diberikan secara singkat suatu resume terha-
dap PP ini dalam Mekanika Klassik, yang untuknya diberikan
notasi [ﬁ,@]a,

Perluasannya ke dalam ruang-waktu berdimensi empat dibe-
rikan dalam wab JII dengan notasi [F,G]y.

Formulasi ini ternyata sangat menarik sekali, karena mem-
berikan persamaan-persamaan gerak Hamilton dan persamaan gerak
untuk suatu variabel dinamika muncul secara wajar sebagai kon-
sekwensinya.

II. Resume terhadap Poisson Bracket klassik

Formulasi dasar dari Poisson Bracket diperkenalkan me-
lalui suatu transformasi kanonik dalam Mekanika Klassik dan

untuk ini pembaca dipersilahkan mengadakan referensi ke Lite—
ratur 2, halaman 220 dan Literatur 3, halaman 247. Resume

berikut ini diberikan secara langsung dari Persamaan gerak Ha-
milton Klassik.

Fungsi Hamilton H yang menyatakan energi total dari suatu
sistim dinamika yang terdiri dari n—bendatitik-behdatitik, di-
berikan oleh,

H=px -1, s=1, 2, ..., 3n (1I.1)

dimana L = L(xs, is, t) adalah fungsi Lagrange, x° dan ps,ada-
lah koordinat dan momentum yang masing-masing didefinisikan
dalam ruang tiga dimensi. Tanda menyatakan turunan eksak
terhadap waktu t dan telah dipergunakan di atas notasi indeks
dumnmy yang menyatakan bahwa munculnya indeks kembar dalam
suatu perkalian menyatakan penjumlahan terhadapnya.

Dengan demikian ternyata bahwa fungsi Hamilton adalah me-
rupakan suatu fungsi H(xS, pS, t).

Bentuk persamaan gerak Hamilton adalah, didefinisikan
langsung dari (II.1) sebagai,

38 = oH , I.)s _ _ oH (11.2)
s s
op 9x

Bila Fvadaléh suatu variabel dinamika, maka persamaan geraknya
adalah,

E',= oF .S + BF + 8 +E (II-3)

Bps ot
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dengan mempergunakan (II.1), maka ia berubah menjadi,

= [F,H] + T (II1.4)

notasi [F,H] adalah Poisson Bracket yvang dimaksud, yang secara
umum didefinisikan sebagai,

[F,G] = — —— - — 2= (II.5)

Beberapa sipat-sipat aljabar yang dimilikinya dapat diperoleh
melalui differensiasi yang sederhana diberikan di bawah ini,

[x°,x"] = [p%,p7] = 0
s T ‘s r rs =0, rfs
[x75p7] = -[p7,x] =87 = (I1.6a)
=1, r=s
dan
[FsF] =
[F,c] = 0 bila ¢ adalah suatu konstanta (I1.6b)

Bila F dalam (II.4) adalah masing-masing x° dan ps maka diper-
oleh persamaan gerak Hamilton yang-dituliskan di dalam notasi
Poisson Bracket sebagai,

% = 20 = By 5% ot - - AL (11.7)
ap ax
dan bila F adalah H sendiri, maka diperoleh
. oH _ 3H
H = [H,H] + 3% - Bt (I1.8)

karena [H,H] = 0.
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Poisson Bracket yang didefinisikan di atas dalam koordi-
nat dan momentum dalam ruang tiga dimensi, selanjutnya diberi-
kan notasi [F,G]3.

III. Perluasan Poisson Bracket ke dalam rudng-waktu berdimensi
empat '

Bahasan selanjutnya ini bertujuan memperluaskan [F,GJ3 ke
dalam ruang-waktu empat dimensi dalam Teori Relativitas Khu-
sus. Dalam Mekanika Relativistik ditunjukkan bahwa perluasan
dari momentum ruang yang biasa ke dalam momentum empat dalam
ruang-waktu berdimensi empat ini, memberikan komponen keempat-
nya sebagai energi total dari sistim. Formulasi ini diberikan
dalam Literatur 1, halaman 100 dan Literatur 4, halaman 210
dan 224.

Secara kwantitatip, koordinat - koordinat ini dituliskan
sebagai, ,

M = (xo = ct, xs) (I1II1.1)
dan momentum,
e 00 = %: p°) (I11.2)

dimana H = H(xu, ps) adalah Hamilton relativistik dan ps ada-
lah momentum relativistik.

[F,G] = —— - — =~, u = o,s (111.3)

dengan notasi [F’G]4’ dan dikenal sebagai Poisson Bracket
relativistik. )

Secara matematis, dianggap bahwa setiap x" dan pu adalah
tak bergantungan satu sama lainnya. Jadi dipenuhinya pula
sipat-sipat aljabar dalam Bab II, yakni

I, 21, = Y, pY], = 0
[, Y1, = -[o%, 1, = ¢V = (D MR (1I1.4a)

1, u=v

dan
[FsF]4 =0
[F,c‘]4 = 0 bila c adalah konstan (II1.4b)
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IV. Persamaan gerak relativistik dalam Poisson Bracket relati-
vigtik dan konsistensti-cheknya

Persamaan gerak Hamilton relativistik diperoleh dengan
mengevaluasi Poisson Bracket relativistik dari x5 dan p® de-
ngan p dan mengingat bahwa x5 adalah tak bergantungan terha-
dap p® dan bahwa baik x® maupun p® kedua-duanya adalah bukan
fungsi explisit dari x°

Sebelumnya, perlu dibuktikan teriebih dahulu akan pernya-
taan berikut: Bila F = F(xH, p%) adalah suatu variabel dinami-
ka, maka

TR RIS o A e e

——————— —— -

[
; égg-aE; = QEE (1v.1)
: dp 9x dx

Buktinya adalah sebagai berikut,

sami e i

o
aFo 2 o - 3 —23 karena '23' ‘2' (lihat Literatur 4, hala-
b3 dp 9x ap dx A% dx

man 224) maka

3F_ dp® _3F 6-2— ax® +.§2_._2_ _JLQ
ax®  3p° ax® ax®  op° ax®  ax°

] 8

l ax° ax° Bps ax® 3’
- 9F_
!‘ dxo
terbukti. s
, Jadi persamaan gerak Hamilton untuk koordinat ruang x ,
| adalah
1
’ <8, o0, = 2= 20, 3x® 3p° _ x® 3p% _ 2x® 29
2
4 ax°® Bps ax° Bpo Bps ax® Bpo ax°
o 8
- P _ dx menurut (IV.1)
Bps ax°

=0 menurut (III.4)
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memberikan,

s )
223 = - §2§ atau p° = - éﬂ; (1v.3)
dx ax ax

yang mana mirip pula dengan persamaan gerak Hamilton non-rela-
tivistik untuk p® yang didefinisikan dalam (11.3).

Selanjutnyaé kita membuktikan pula pernyataan berikut:
Bila F = F(xM, p®) adalah suatu variabel dinamika maka

[F, p°]4 =0 (IV.4)

Ini dibuktikan sebagai berikut,

o, _OF 3p° 3F 3p° oF 8p° 3F op°
[F, p 1, = s.st o 0" S 28 ~.0o.0
9x~ 3p 9x  dp dp~ Ox ap~ dx
.
menurut (IV.1l), (IV.2) dan (IV.3) ruas kanan berubah menjadi

.

3F dx® [ BF |, 3F dp® _dF_

+ 4
axS S o o]

ax®  ax°  9p® ax®  dx

tetapi

] ]
dF _3F dx”  OF dp”  OF

ax®  ax® ax® 9 ax®  ax°
dengan demikian pernyataan di atas terbukti.
Dengan mempergunakan (IV.4), maka persamaan gerak relati-

vistik untuk suatu variabel dinamika F, yang didefinisikan
dalam (II.,4) dalam bentuk non~relativistiknya, adalah

3 °,9F 3p° F 3p° oF 3p°
[F, »°), = .EE.ERE + _Eg.J%;.._lé._Bg__ _E%._zg
ox  dp ax  dp ap~ 9x dp 9x
= [F, P°]3 + §E; - QE; menurut (IV.1)
dx dx

=0 menurut (IV.4)
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memberikan,
o 0y 4 OF o a oF
S = [F, p ]3 + 0 atau F [F, H]3 + at (Iv.5)
x
yang mana menunjukkan kemiripannya.
Bila F adalah p° sendiri, maka
0, 0 0., 0 0 .. S o, 0
(p° p°), =223, 3p 3p_ _3p 3p _3p
4 ox® Bps ax° Bpo aps ax°® ap° ax°
) o, 0
= 223-— QRS-QRE =0 menurut (II1.5)
9x dp  Ox
ap° 3p° _ ap°
menurut (IV.1), R_%P__ % | jemberikan
0., 0 o
9p 9ox dx
o o ] .
—R—d = --R—a atau H = -B—H-—- (IV.6)
o o at
dx ox

yang mana mirip pula dengan bentuk non-relativistik (II.7).

V. Bahasan dan Kesimpulan

Perkataan Poisson Bracket relativistik bukannya berarti
ia adalah suatu bentuk yang covariant dalam Teori Relativitas
Khusus. Dikatakan relativistik, karena ia memberikan bentuk
persamaan-persamaan gerak relativistik yang sesuai. Komentar
serupa pula diberikan kepada perkataan Hamilton relativistik
dalam Bab III dan Bab IV. Formulasi covariant dari Hamilton
telah diturunkan dalam Literatur 1, halaman 2 dan Literatur &4,
halaman 223. .

Kesamaan atara persamaan-persamaan gerak dalam Bab II
dan Bab III adalah tidak eksak karena Hamilton dan momentum
dalam Bab IV adalah relativistik. Kesamaannya akan kelihatan
bila dituliskan Hamilton relativistik ini sebagal H = H'+mc2,
dimana H' teredusir menjadi Hamilton non-relativistik dalam
Bab II bila kecepatannya adalah kecil sekali dibandingkan ter-
hadap kecepatan cahaya, v << c.

Akhirnya, disimpulkan bahwa adalah sangat ekonomis seka-
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1li, untuk menyatakan suatu persamaan gerak relativistik dalam
notasi Poisson Bracket relativistik ini, karena semuanya telah
terdapat di dalam notasi yang indah ini.

Perlu ditambahkan pula disini bahwa, artikel ini barulah
merupakan suatu konsistensi check dari pada formulasi notasi
Poisson Bracket relativistik untuk persamaan gerak relativis-
tik. Untuk pemakaiannya dalam menformulasikan suatu bentuk
dinamika relativistik yang lebih luas dalam fisisnya, pembaca
dipersilahkan membaca artikel yang cukup menarik dari pionir
Mekanika Kwantum relativistik kenamaan P.A.M. Dirac, dalam
Rev. Mod. Phys. 21, 3, 329 (1947).

Ucapan terima kasih

Penulis sangat berterima kasih kepada para reviewer Pro-
ceedings ITB yang telah menunjukkan akan kesamaan formulas 1
Poisson Bracket relativistik di atas dengan yang terdapat
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