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PR?CEEDINGS ITB VoL. 6, No, 3, 7972.

MTRIKS FUNDAMENTAL I I

Achmad Ar i f in*)

R I N G K A S A N

Suatu matri.ks kuadrati.s ki,ta katal:an fundanen-
tal siika ia sinetris dan setiap subnatriks utamanja
menpunjai detetminan jang positif ,

l ' l isa lkan f  suatu bentuk bi l in iet '  padn suatu
tuang uekton berdinensi hlngga atas Lapangan niil,
d,an f berkorespondensi dengan suatt,t matri.ks G. Ki-
l :a bukt ikan,  bahua f  suatu hasi lkaLi-dalon Qj ika
.lan han in ,'l i i kn C fian6lqtn6ntql.
4 l ' l | 4 | | d 4 w 9 l \ 4 v J "

A B S T R A C T

We define a square matrix - to be fundonental if
i t  is  synrnetr ic  and al l  i ts  pr incipal  submatr ices
haue posi t iue deterrn inants.

Let  f  bn a bi l inear form on f i .n i te-dinen-
sional  Dector  space orex the real  f ieLd uhich cor-
responds to a natrix G. We proDe that f is an in-
ner-product if and onlg if G is fundnnental.

l .  Pendahu luan .

Dalam tul isan in i  R menjatakan lapangan bi langan r i i l .  Ruang vek-
t o r  a tas  R  senan t i asa  k i t a  m i sa l kan  be rd imens i  h i ngga ,  dan  k i t a  r r j a t a -
k a n  d e n g a n  V .  V e k t o r  d a l a m  V  k i t a  n J a t a k a n  d e n g a n  a ,  6 ,  , . . ,  i ,  j ,  Z ,
dan  koo rd i na tn j a  t e rhadap  sua tu  bas i s  k i t a  t u l i s kan  sebaga i  r na t r i k s
ko lom .

M i sa l kan  V  be rd imens l  n ,  dan  G  ada lah  sua tu  ma t r i k s  n  x  n ;  Can
misalkan X dan Y ber- turut2 koordinat  vektor2 i  dan ]  dalam V terhadap
suatu basis dar i  V.  Ki ta akan menurunkan suatu s jaraE dan t jukup bi -
lamana XrGY membentuk suatu hasi lkal i -dalarn pada V.

Da lam pa rag ra f  2  k i t a  b i t j a rakan  ben tuk  b i l i n i e r ,  j a i t u  sua tu
transformasi  f :  V x \ , /  + R jang bers i fat  b i l in ier .  l ias i lkal i -dalarn
pada  V  k i t a  pandang  sebaga i  ben tuk  b i l i n i e r  j ang  s ime t r i s  dan  pos i t i f .
Semua si fat  dan dal i1 jang k i ta turunkan dalam paragraf  in i  dapat k i ta
t emu i  da lam t2 l ,  t 4 l ,  da r .  [ 5 ]  .  Te ru rama  Da l i l  2 , 13  daDar  k i t a  t emu i
d a l a m  [ 5 ] ,  h a l a m a n  1 7 0 ,  T h e o r e r n  6 . 6 G .

* \'  Bag ian  Ma tema t i ka  I ns t i t u t  Tekno log i  Bandung .
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Daiarn paragraf  3 k iEa ber ikan def in ls i  natr iks fundanental  t ing-
kat  n.  Def in is i  in i  adalah per luasan dar i  def in ls i  naEr iks fundarnental
t i ngka t  3  ( l i ha t :  [ 3 ]  )  j ang  de te r rn i nann ja  be rha rga  pos l t i f .  Da l i l  3 . 3
adalah Da1i1 2.13 jang k i ta tu l iskan kerubal i  dengan roenggunakan def i -
n i s i  t e r sebu t .

Maksud dar i  tu l isan in i  adalah sebagai  koreksi  dar i  ru l isan me-
ngenai  matr iks fundamental  dalam [3] ,  Bab V; paragraf  5. I2.

2 .  Ben tuk  b i l i n i e r .

Dlketahul  suatu ruang vektor  \ I  jang berdlrnensl  h lngga, atas b1-
L a n g a n  r i i l  R .

De f i n l s i  2 . 1 .  Ben tuk  b l l l n i e r  f  pada  V  ada lah  t r ans fo rmas l

f : V x V +

:  a - ^  L ^ - ^ J  € ^ ! .

J d r r E  u s r s r r d L .

( l )  f ( a r x ,  +  a r i r ,  y ;  =  a r f ( i r ,  y )  +  a r t ( i r ,  ! ) ,  u n r u k  s e r i a p  b i -
l - - - - -  ^  J ^ -  -  l ^ t ^ -  nl a n g a n  a l  d a n  a 2  d a l a m  R ,  d a n  s e t i a p  v e k t o r  * 1 ,  i 2 ,  d a n  !  d a l a m  V .

( 2 )  f ( x ,  b r l r  *  b2 t )  =  b1 f ( i ,  t l )  +  b . f ( i ,  f r ) ,  un t r k  se t i ap  b i -

l angan  b ,  dan  b ,  da lam R ,  dan  se t i ap  vek to r  i ,  ! r ,  dan  f ,  da l am V .

M i s a l k a n  A  =  {  e I ,  . . , ,  U n }  s u a t u  b a s i s  d a r i  V ,  d a n  f  s u a t u  b e n -

t uk  b i l i n i e r  pada  V ,  Ben tuk  sua tu  ma t r i k s  n  x  n

i l t lG= l l  s i :  l l
d imana  g * .  =  f  ( 5 . ,  a . ) .  Se t i ap  vek to r  i  dan  !  da l an  V ,  dengan  koo rd i -

r J

nac  t e rhadap  A  be r - t u ruc2  ada lah  X  dan  Y ,  memenuh i  hubungan

f ( x ,  t )  =  x t G Y

d inana  X r  nen ja takan  t r anspose  da r i  ma t r i k s  X .  K i t a  ka takan ,  bahwa
te rhadap  bas i s  A ,  ben tuk  b i l i n i e r  f  be r ko respondens i  dengan  ma t r i k s  G .

Seba l i kn j a ,  d j i ka  d i ke tahu i  sua tu  ma t r i k s  n  x  n ,  r n i sa l n j a  G  =

f f  l l  !  -  - r

l l  t r ,  l I  ,  maka  t . e rhadap  bas i s  A  =  {  a1 ,  . . . ,  Un }  ,  sua tu  t r ans fo rmas i

f :  v  x  V  -  R  j ang  d i de f i n i s i kan  o l eh  f ( i ,  y )  =  X 'GY ,  un tuk  se t i ap

vektor2 i  dan y dalan V,  membentuk suatu bentuk bi l in ier  pada V.

S e l a n d j u t n j a ,  C . .  =  f ( a - ,  e . ) .  D j a d i  k i t a  m e m p u n j a i  s i f a t  b e r i k u t .
r J  r  I

S i fa t  2 .2 .  l ! ke tahu i  Y  sua tu  r uang  uek to r  be rd i nene i  n .  Maka '
terhar lap s i i . t t .u basi .s t i . t t ' i  Y seLiap bentuk l : i lLnLez'  pada V bev'kores-
pondensi  dengar i  satu d,ar t  hanja satu naLr iks n x n.

Si fat  2.3.  DikeLahui  Y suatu ru, t r ry uektot ' ,  dan f  suatu bentuk bi -
L i . r t fsv Oo4u u,  Mfsalkan,  tethadnp dua basis dan' i .  v ,  bentuk bi l in ier  f

l ,erkoresportdcnsi  dengan matr iks2 G dan H, Maka terd.apat  suatu nat t 'Lks
'  1 ' 1 - s i a g v l  t r  P  t e l t l a g g c  H  =  P r G P .
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B u k r i :  M i s a l k a n  O  =  {  a f ,  . . . ,  5 n }  d a n  B  =  {  b I ,  . . . ,  6 n }

ada lah  bas i s2  da r i -  V ,  dan

o j  =  

" = 1  

P j  j t i  
' n t t t *  J  =  r '  "  "  

n '

Tu l i s

P  =  t  p . .  l l -
l l rJ ll

Maka  P  ada lah  ma t r i k s  n  x  n  j ang  non -s i ngu l i r .  Amb i l  i  dan  y  vek to r2
da lam V ;  koo rd i na tn j a  t e rhadap  A  be r - t u ru t2  ada lah  XO dan  Y . ,  dan  t e r -

hada .p  bas i s  B  be r - t u ru t2  ada lah  XU  dan  YU .  Maka  k i t a  pun ja i

XA = PXB dan YO = PYUI

dan

f ( x ,  t )  =  x i c Y A  =  ( P X B ) ' G ( P Y B )  =

=  X _ r  ( p ' c p ) y . .
ft tt

=  x B '  H  Y B .

D j a d i  H  =  P ' G P .

De f i n i s i  2 . 4 ,  Ben tuk  b i l i n i e r  f  pada  ruang  vek to r  V  k i t a  ka i : akan
s ime t r i g  d j i ka  un tuk  se t i ap  vek to r  i  dan  !  da l am V  d i penuh i

f ( i ,  t )  =  f ( t ,  i )

S i fa t  2 ,5 .  i t f  ke ta . l n t ! .  Y  sua tu  r uc tng  uek to r ,  i l an  f  sua tu  benLuk  l t i -

L- i .n ier  1t , t ,1a Y.  x i isalkan,  tet 'hadap sutzLu i . t t ts is  r lar i  Y,  Lter t tuk L, t . l in iet '
f berkort:::pttnd*:vtsi. dengan natriks G. lulakct f si.mett'is djika dan hanja
d " j i ka  G  sLmc t . t ' i s .

B u k t i :  M i s a l k a n  A  =  t ; 1 '  . . ' '  E n ]  s u a l u  b a s i s  d a r i  V ,  d a n

f ( i ,  t )  =  x ' c Y .

u J a o r
^ - l l ^ r l
"  -  

l l  ' i : l l  '
d imana

u J a o r
untuk

e i j  =  ( 5 i ,  e j ) .

M i sa l kan  f  s ime t r i s .  Maka

t r j  =  t ( t r ' a . )  =  f ( 4 . '  a . )  =  s j i .

G  sua tu  ma t r i k s  s ime t r i - s .  Seba l i kn j a ,  m i sa l kan  G  s ime t r iE .  Maka

set iap vektor  i  aan y d ipentrh i

f  ( i ,  t )  =  X ' C Y  =  ( X ' G Y ) r  =  Y ' C r X  =  Y I G X  =  f  ( t ,  ; ) ,

n : ^ l i  c
u J d u r  r  r r r r E L r r 5 r

M i s a l k a n  f  s u a t u  b e n t u k  b i l " i n i e r  s i m e t r i s  p a d a  s u a t u  r u a n g  v e k t o r

V ;  d a n  i e , ,  . . . ,  d  i  s u " r r  b a s i s  d a r i  V .
- t n

f r e f i n i s i  2 . b .  E a s i s  { " , ,  . . , ,  . n }  t  l t r  k a t a k a n  o r t o g o r ) a I  c e r h a d a p
r  . ,

b e n t u k  b i l i n i e r  s i m e r r i s  f  d - j i k a  u n r u k  s e t i a p  i  *  j  d t p e n u h i  f ( a . ,  e . )
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f
s L I a l  l . / .  . :

; . , 1 ,  : , . r ' t ; , ; . 1 7 ,  f .

i  : ' r ' ( t r ) i '  i . ' : i . l ; r  d i m  ( V )  >  1 ,  r , . r ,
\ ' .  . l  : i  :  \  r .  " r '  , , . , 7 . r  t  :  r . ' - .  s  r , : , , -

B u k t i :  T u l i s

K =  I  ;  s  v  I  f ( i ,  t l  =  o ,  u n r u k  s e m u a  V  e  V  ] ,
K iEa  akan  membuk t i kan  da lam dua  bag ian .

(1 )  M i saLkan  r  =  {  0  }  ( da lam ha l  i n i  k i r a  ka rakan  bahwa  f  non  _
degenerate) .  Kira membukt ikan dengan induksi  lengkap. fa la,  d in f rJ- !
1 '  maka  d j e l as  bahwa  se t i ap  vek to r  j ang  t ak -noL  da lam v  memben tuk  ba -
s i s  j ang  o r rogona l  t e rhadap  f .  Seka rang  m isa l kan  d im  (V )  =  n  >  l .  Ka_
r e n a  K = i 0 )  ,  k i t a d a p a t  m e r n i l i h  v e k t o r  e _  d a l a m  V s e h i n g g a
f ( E . ,  e . )  I  o .  I

l l

Bentuk ruang bagian

w ' = i i e v l f ( i , ; i ) = 0 i

akan menund jukkan bahwa V =  W@Wt.  Anb i l  Z  da lam V.  Tu l i s
a  =  r  ( 2 ,  e r )  / f  ( 4 t . ,  e r )  ,

dan

x = a E r , d a n y = 2 - x .

N l a k a  2  =  n + i ,  d i m a n a  i  d a n  y  b e r - t u r u ! 2  a d a l a h  v e k t o r 2  d a l a m W d a n
W r .  D j a d i

V = W * W r

S e l a n d . j u t n . j a ,  a m b i l  i  v e k t o r  d a l a m  W A l { ' .  M a k a  i  =  b 6 r ,  d a n

|  ( x ,  i )  =  f ( b c , ,  b F I )  =  b '  f ( A t .  e r )  =  0 ,

K i r a  p t , r o l t l r  h  -  0 ,  . r L J U  x  =  O .  D j a d i

v = wel^l '
K i t a  p u n j a i  b a l r w a  d i n r ( W ' )  =  n  -  l ,  c l a n  f / W t  ( j a i t u  f  d i b a t a s i  p a d a  W r )
n o n - d e g e n a r a t c .  I l e n u r u t  h y p o t l i e s e  i n d u k s i  l e n g k a p  t ^ l '  m e m p u n j i i  b a s i s
o r t o g o n a l  t e r l r a d a p  f ,  n i s a l n j a  {  e r , . . . , 6 n } ,

i J i a , j i  { e l ,  ; 2 ,  . . . ,  J , , ,  . r t l e l a l r  b a s i s  d a r i  V  j a n g  o r l o g o n a l  t e r h a d a p  f  .

( 2 )  N l i . s a l k a n  K  I  I  0  l  ( d a l n m  h a l  i n i  k i r a  k a E a k a n  b a h & , / a  f  d e _
g L ' n _ u r J r r ' ) .  ' l  

u l i s

v = r @ v ' ,
C i m a n a  V  s u a t u  r r r a n g  b l g i ; r n  d : r r i  V .  M i s a l k a n  t  J , ,  . . . , 6 . )  s u a t u  b a _

s i s  d i t r i  K .  B e n t u k  b i l i n i e r  f / V t  n o n - d e g e n € r a t e .  M e n u r u t  ( l ) ,  V r  m e m -

p u n i a i  i r r s i s  ( r r t o g o n i l l  t e r h a d l p  f ,  n r i s a l n j a  {  E . + f ,  . . . ,  U n } .  } l a k a

1  F t '  . . . ,  d r ,  C r + I ,  . . . ,  U n l  m e m b e n t u k  s u a t u  b a s i s  d a r i  V  j a n g  o r t o -

g ( ) n J l  t L . r l r . r d f , p  f .

I ) e f i n i s i  2 . 8 .  l l c . t u k  b i l i n i e r  f  p a d a  V  k i t a  k a t a k a n  p o s i t i f  d j i k a
r u r l t u k  s e t i a p  v t - k t o r  i . l a n g  t a k - n o l  d a l a m  V  d i p e n u l r i  f  ( i ,  * )  >  O ,

" -  1

dan

K i  t a
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Sifat 2.9. Diketahui t ' l  suatu ruang uektot,,  dart f  suatu bentuk bi-
Li.nier sinetri.s pada tl. Misalkan terhadap sudtu bdsLs daxi v, bentuk
bilini,er f berkorespondensi dengan matt'iks G, Maka t posi.tif fuika dan
lnnia d;jika terdapat suatu natriks non-sitryulir P seh'i.ngga G = PrP.

Bukt l :  M isa lkan A =  {  i l ,  . . . ,  I r r }  sua tu  bas is  dar i  V ,  dan !e r -

hadap basis i tu

f ( i ,  t )  =  xA 'cYAl

untuk setiap vektor i  aan y dalan V. Karena f simetr is, menurut Sifat

2 .7 ,  V  rnempun ja i  suacu bas is  o r togona l ,  n isa ln ja  {  6 r . ,  . . . ,  6 . r } .

M i s a l k a n  f  p o s i t i f .  M a k a  f ( 6 . ,  t . )  ,  O  u n t u k  i  =  l ,  . . . r  n .

Bentuk  bas is  E  =  {  A .  ,  . .  . ,  Er }  d imana

E .  =  b . / {  f ( 6 . ,  t . )  } t ' ,  i  =  t ,  . . . ,  n .

b a s i s  o r t o g o n a l  d e n g a n  f ( e . ,  e . )  =  I  u n t u k  s e m u a  i  =  l ,
1 a

E k i t a  ka takan  o r t ono rma l ) .

misalkan
-  I ' n5 i  =  L i = '  p , r E , ,  j  =  l ,  . . , ,  n .

B e n t u k m a t r i . k s n x n
i l t lP= l l  

" : l l  
'

Maka  P  ada lah  sua tu  ma t r i k s  non -s i ngu l i r ;  dan  k i r a  pun ja i

f ( i '  y )  =  x - ' Y -  =  ( P X '  )  
' ( P Y '  

)
f , E A ' A '

=  x .  ( P r P ) Y .
I \ A

=  X O T G Y O .

D j a d i  C  =  P r P .

S e b a l i k n j a  m i s a l k a n  G  =  P r P  u n t u k  s u a t u  m a t r i k s  n o n - s i n g u l i r  P .
- t

T u l i s  Q  =  P  
^ .  

I l a k a  Q ' G Q  =  l n ,  d i m a n a  I n  a d a l a h  m a t r i k s  k e s a t u a n  t i n g -

k a l  n .  P i l i h  b a s i s  D  =  {  a l ,  . . . ,  E ' i  ;  k o o r d i n a r  d .  r e r h a d a p  b a s i s  A

a d a l a h  k o l o m  k e - j  d a r i  n a t r i k s  Q .  M a k a  k o o r d i n a t  s e t i a p  v e k t o r  i  d a l a t

V  memenuh i  hubungan

x A = Q \ i

dan untuk seEiap vektor  i  dan !  dalam V k i ta punjai

f ( ; ,  y )  =  * o '  t o .

D jad i  f  ( i ,  V )  =  
\ ' * o  

t  O  un tuk  semua  vek to r  i  3ang  cak -no1  da lam V .

Menu ru t .  De f i n i s i  2 . 8 ,  f  pos i t i f ,

AkibaE 2, IO, Misalkan f  suatu bentuk bi l in ier  jang s inetr is  dan
posi t i f  pada t l ,  t l t t t t  terhadap suatu basis daz, i .  V bentuk bi l in ier  f  ber-
korespondensi  dengan matr iks C, Maka det(G) > 0,

De f i n i s i  2 . 11 .  Sua tu  subma t r i k s  H  da r i  sua tu  ma t r l k s  kwad ra t l s  G
kl ta katakan utama dj ika H kwadrat is ,  dan kornponen diagonal  dar l  H
adalah kornponen diagonal  dar i  G,
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Sebelum kita berlkan da1il Jang berhubungan dengaa tubtiEtrlks
utana, Iebih dahulu klta berlkan leua berlkut.

Lerma 2.12. Diketahui f suotu bentuk bilinier jang ainetrLe dan
ran-degenerate pada v. I,laka ada satu dan haryia aatu bilangot bulat

t z o, aehingga setiap basie { dl,  . . . ,  en} dl" iv jang ortogortal ter-

hadap f nengandung r rsektor i, iang nenenuhi t(AL, El) > 0 dan n ^ r

uekton d, jang nenenuh' i .  f  (E., a.) < 0.
J J J

Bukt l :  Mlsalkan a,  = f (5r '  Er)  untuk i  -  1r  . . . ,  n.  l laka a,  /  0.

DJelas bahwa ada bllangan bulat r z 0; dan dapet klta nlealkan .1 t 0

untuk l- < r dan .1 . 0 untuk I > r.

Mlsalkan {  b-1,  . . . ,  6r .  }  euatu basls or togonal '  dan memenuhl

f ( 5 1 , 5 ' , 1 )  = b l t 0 u n t u k l 1 B  d a n f ( b - r ,  u - r )  = u , < o  u n t u k  1 >  a .

Klta akan menundJukkan bahra r = s. Pandang kumpulan

{  a l ,  . . . ,  5 r ,  5 s + 1 ,  . . . ,  t - o } ,

dan hubungan

* lE1  *  . . .  *  x r i ,  *  
" 15 * * t  

+  . . ,  +  Y r r_ "6 r ,  =  0

Kl ta punjal

*1 I l  *  . . .  *  x r6 .  =  -  Y t6 "+ l  +  . . .  +  - y r , _ "6 r r i

dan k i ta peroleh

f ( x r E ,  +  . . .  +  * r i r ,  * 1 i I ,  +  . . .  +  x r 5 . )  -

aEau 

f  ( -  YtSs+l  + . . .  + -  Y.r-"Err ,  -  t t6"  + . . .  -  r r r - "b-rr ) ,

x , 2 a - + . . . + x 2 a  = v - ' b  + . . . + v  ' b .
I  - L  r  r  - l .  s  - n - s  n

Dalam kesanaan jang terachir  ruas k l . r i  berharga posi t i f ,  sedangkan ru-
as kanan berharga negatlf. llal ini beraklbat bahwa

* l  =  . . .  =  * .  =  Y t  - . . .  =  Y o _ "  =  0 .

DJad l  {  a l ,  . . . ,  8 . ,  5s+1 ,  . . . ,  6 ,  }  bebas  l l n l e r .  o l eh  ka renanJa

r + n -  s : :  n,  atau r  1 s.  Dengan t jara Jang sedJalan k l ta peroleh

s l r . D j a d i r = s .

Untuk selandjutnja k l ta tu l is  p( f )  = r .  DJadl  kalau f  suatu ben-

tuk b1l1nler  s imetr is  pada sualu ruang vektor  V,  maka f  poel t l f  dJ lka

dan  han ja  d j l ka  p ( f )  =  d lm(V ) .

Untuk suatu matrlks kr{adratLs G, submatrlke utaDa Jang didapat

dari G dengan nenghapuskan semua barls dan kolon ketJuall baria dan

k o l o r n  k e  i 1 ,  . . . ,  l k  ( 1 1 . 1 2 . . .  . l t )  k l t a  n j a t a k a n  d e n g a n

c  I  i r ,  . . . ,  i k  I  1 r ,  . . . ,  l k  ] .



Sekarang k l ta bukt ikan dal i1 ber ikut '

Da1i l  2.13.  Diketahui  V suatu ruang Uektor ,  Jan f  suatu bentuk

bi.Lintez, simetxis pada \. Misalkan terhadnp suatu basts dari Y bentuk

biLinier f berkorespondensi dengan natriks G, l'laka sifat2 berikut eki-
isaLen:

(I) Determinan setiap submal:riks utana dari G berharga positif.
(2)  Untuk set iap bi langan s,  I  1 s : :  d im Y dipenuhi

d e r  (  G  t  1 ,  . . . ,  
"  I  1 ,  . . . ,  s  I  )  > 0 .

(3) t positif.

Buk r i r  ( 1 )  . . +  ( 2 ) .  Ha1  i n i  d j e l as .

(2) :=+ (3) .  Ki ta menbukt ikan dengan induksi  lengkap. Misalkan

e  =  {  i l ,  , , .  5 r r }  sua tu  bas i s  da r i  v ,  seh ingga  un tuk  se i i ap  vek to r  i

dan !  dalam V, dengan koordinat  terhadap A ber- turuE2 X dan Y, ber laku

f ( ; ,  t )  =  x t G Y .

Nja takan  ruang  bag ian  j ang  d i bangun  o l eh  A "  =  {  ; 1 ,  . . .  5 " }  den8an  W" .

Bentuk bi l in ier  f /W" terhadap basis A" berkorespondensj-  dengan

l r ^ l
u  =  U  I  A r  . . . ,  S  I  I r  . . . r  S  I  .

s

u n t u k  S  =  I .  k a r e n a  d e c ( c r )  -  r ( E r ,  e I )  >  0  d j e l a s  b a h w a  f / w ,  p o s i t l f .

M l sa l kan  un tuk  s  <  n  ben tuk  b i l i n i e r  f /Ws  pos i t i f .  Akan  k i t a  buk t i kan

b a h w a  f / W  -  d i u c a  D o s i t i f .
s+I

B e n r u k  b i l i n i e r  f / W " * ,  s i m e t r i s ,  d a n  d i m ( w s + l )  >  1 .  M e n u r u t  S i f a t

2 .7 ,  I { s+ l  nempun ja l  bas l s  o r t ogona l  t e rhadap  f ,  n i sa l nJa

{  6 r ,  . . . ,  5 . + t }

Tu l i s

h .  =  f  ( 5 ' . ,  b - . )  u n c u k  i  =  1 ,  . . . ,  s  " |  1 .
t - 1 , 1

Menuru t  S i f a t  2 . 3 ,  r e rdapa t  sua tu  ma t r i k s  kwad ra t i s  P  t i ngka t  s  +  I
j ang  non -s i ngu l i r ,  seh ingga

P ' c  , . P  =  l l  n .  6 . ,  l l  ,sfr  l l  r  1J l l

d inana 6r.  adalah s imbol  Kronecker.  Menurut  Hyphothese det(G"*r)  > 0,

seh ingga  k i t a  pe ro l eh  hubungan  be r i ku t i

6  <  de t ( c " .1 -1 )  (  ae t (p )  ) ' =  d " r (P ' cs+ tP )  =  n ] i l  r ' r .

Djad i  h .  #  0  un tuk  semua  i  =  1 ,  . . . ,  s f l .  I n i  be ra r t i  bahwa  f /W"+ l

non-degeneraEe. Pul ,a karena set iap basis or togonal  ( terhadap f )  dar i

W senant iasa terkandung da.Lam suatu basis orEogonal  ( terhadap f )  dar l
S

W"+1 ,  r " . r rut  Lemma 2.L2 k i ta puniai :

p ( f / w s + t )  i _  n ( f / w " )  =  s .

Kesamaan jang terachir  dalan t rubungan in i  adalah menurut  hypothese ln-
duksi  lengkap.



1 2

Andaikan p( f /Ws+t)  = s,  Maka ada suatu hl  jang berharga negat i f .

In i  berakibat

nil| n, . o.
Ha1 in i  bertentangan dengan jang k i ta punJai  d iaEas bahwa hasl lkal i

t e r sebuc  be rha rga  pos i t l f .  D jad i  p ( f /W"+ l )  t  
" .  

K l t a  pe ro l eh

p ( f / w s + 1 ) = s * 1 ,

dan in i  berarr i  bahwa f /W"+1 posi t i f .

( 3 ) -  ( 1 ) .  S e p e r t i  d J a t a s ,  r n i - s a l k a n  n  =  {  I r ,  . . . ,  5 r }  s u a t u

basis dar i  V,  sehingga f ( i ,  t )  = XiGY untuk seEiap vekror i  aan j  da-

lam V. Pandang subnatrlks utama

c  [ i 1 ,  . . . ,  i k  I  i 1 ,  . . . ,  t k ]

Nlatakan ruang baglan jang dlbangun oleh {a i  ,  . . . ,  5 '  }  dengan W.
I - k

Maka f /W suaEu bentuk bi l in ier  jang s inetr ls  dan posi t l f ,  dan terhadap

basis {El  ,  . .  . ,  Er-  }  berkorespondensl  dengan natr iks
I K

c  I  i 1 ,  . . . ,  i k  |  1 r ,  . . .  ,  t k  ]

Menurut  Akibat  2.10.

d e r  (  G  I  i l ,  . . . ,  t n  I  i 1 ,  . . . ,  1 k  ]  )  >  o

t

t

3. Matr iks f ' rndanental .

l ,eblh dahulu k i ta ber ikan dua def in ls l .

Def in is i  3.1.  Bencuk bl l in ier ,  pada suatu ruang vektor  V,  Jang
bersi fat  s imetr is  dan posl t i f  k l ta namakan has11ka11 dalan.

Def in is i  3.2.  Suatu matr iks kwadrat is  G k i ta katakan fundeqenlgl ,
d j  ika:

(1)  G s i rnetr is ,  dan
(2) Determinan set iap submatr iks utama dar i  G berharga posic l f .

Dengan kedua def in is l  d iatas Dal i l  2.13 dapat k l ta tu l lskan ken-
bal i  sebagai  dal i l  ber ikut .

Dal i l  3.3.  Diketahui  f  suatu bentuk bi l in ier  pad.a suatu luang
uektor Y. Misalkan terhadap suatu basis dayi Y bentuk biliniez, f bez,-
korespondensi dengan natriks G. Maka f suatu hasi,Lkali-dnlon \jika. dnn
hanja *jika G fundanental.
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