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DASAR METODE DOMAIN WAKTU'

UNTUK

* ANALISIS GETARAN ACAK LINEAR

. Bambang Sutjiatﬁa*

RINGKASAN

Kata Kunci

Persamaan diferensial

acak, ~ vektor keadaan,_

derau putih {white noise}, persamasan Ljapunov, Kovariansi.

Sistem getaran acak linear

menggunakan metode spektrum frekuensi.

telah banysk dipelajhri

* dengan

Tetapi, metode tersebut

memerlukaan wakiu hitung yang penjang, terutama untuk sistem orde

+tingegi, karena analisis dilakukean
dan penghitundan integrsl tak hingga.
metode
dipakai untuk menghitung sifat statistik
melalui

Metode ini lebih sederhana dan memerlukan wsaktu hitung

disajikan metode lain , wyaitu

dalam domain waktu taupa harus
frekuensi.

melalui

transformasi  Fourier .
Calam makalah ini akan

domain waktu yang dapat .
Jawab secara langsung

transformasi ke domain

yand lebih pendek dibendingkan dengan metode analisis spektrum. -

1. Pendahuluan

‘ Sistem getaran linesr yang mendapsat
gangguan acak berdistribusi Gauss akan
. mempunyai Jjawab acak berdistribusi Gauss
pula, Jawab acak tersebut
dengan nilai rataan den fungsi
korelasinya. Sejauh ini, sifat jawab
tersebut dihitung dengan metode analisis
gpektrum frekuensi, lihat migalnya
Crandal [1], Febien [2] dan Newland [3].
Tetapi metods tersebut memerlukan waktu

‘hitung yang pan jeng, karena - harus
melalui transformasi Fourier dan-
penghitungan integral tek hingdas. HWaktu
‘hitung akan meningkat dengan cepat

dendan naiknye orde sistem getaran.
Dalam makalah ini akean disajikan

cara lain untuk menghitung sifat
statistik jawab gdetaran, .yaitu metode
domain waktu. Dalam metode ini akan

ditunjukken bahwa kovariansi jawsb dapat
dihitung secara langsung dalam domain
waktu, tanpa harus melalui transformasi
ke domain frekuensi. Metode ini akan
banyak mempersingkat waktu hitung. Untuk
memper jelas metode ini, akan diberikan
contoh penerapan metode ini dalam
analisis sistem getaran satu derajat
kebebasan dengan gengguan derau putih.
ra .
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dicirikan

2. Persamaan Gerak Sistem

Porsamaan gorak sistem _ getaran
linear . kendaraan dapat dituliskan
sebadal

M F(t) + € y(t) + K y(t) =L u(e) (1)

di mana y(t) adalah vektor simpangan, M
redaman, K
matriks kekakuan, L matriks masukan dan

matriks massa, € matriks

u matriks gangguan.

Dengan menggunaken vektor keadaan j:.-

y
pers. 1 dapat dinyatakan dalam vektqf
keadaan tersebut, vaitu dengan

- menambahkan identitas i = ¥, menjadi

y o - 1Pl |°
= “ +
¥ -~ M - Mtcl Iy ML
| (3)
atau
i{tl = A z{t) -+ B ult) , (4)
3
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- Mk - Mic
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| M7

Kondisi awal 2z dapat merupakan

vgkt9r acak Gauss yang dicirikan dengan
nilai rataan m dan kovariansi Vo, yaitu

m = m
z0 o L+

on (t:t) = VD

-di'mana_ lambang F menyatakan lambang
korelasi ..Jika pers. 4 dikalikan di
depannya dengan matriks fungsi - eksponén

e aken diperocleh

~AL - -
a2 z -~ emz = eAl B u
atau
. ~A - :
gt [e™=z1 = eMB

Integrasi terhadap t menghacilkan

L 1

I -—g—,—r—(e"Mz) dr = J- ef‘“ B u(r) dr

1 . . :
[ »] . . Vl o

atau

|
-A - _ B
e -tZ(t)-e Atoz(t°)=f e AT B u(r) dr
t

Lo

atau

t

() :ef-A«Letq)z(t; )+J'e-Au-—1':Bu (r)dr

t
-3

(7)

6).

g{t) = #(t) 2(0) + Imt—r)-a u(r) dr
: (]

Dengan to =0,

t

=Ait-T)
=]

2(t)= o ™Mz(0) +J

o

B uy(r) dr
| (8)

Pers. 8 menyatakan . jawab umum pers.
4. Suku pertama ruas kanan menyvatakan
jawab pribadi, yaitu jawab sistem tanpa
gandgguan dan =z (0) adalah vektor keadasn
awal sistem.

: Bengan mengdgunakan matriks
- fundamental ¢ (t)}) vyang didefinisikan
sebagai .
¢ () = o | (9

pers. 8 dapat ditulis sebagai
t :

(10}

Jika sistem gdetaran mendapat gangguan
acak, maka jawabnya akan berupa fungsi
acak pula. Gangguan acak tidak dapat
dinyatakan dengan fungsi tertentu,
tetapi harus dinyatsken dengan. suatu
proses acsk. Besaran yang merupakan ciri
penting dalam proses acak =z(t) dengan
orde n adalah vektor rataan

m () = E {z (t)) (11a)
" dan matriks korelasi sentralgn‘xdﬁ;; ‘
F (t,,t,) = SR
= E{{z(t,)—m,(tlmz(tz)_—m,;(i:,) }"'} .

(i)

di mana E adélah operator: éképektasi.

Dari ‘matriks korelasi . - sentral,
pers. 11b, untuk t1= tz= t -, -diperoleh

matriks kovariansi n x n

Vo (8) = F, (t.t) )
Matriks kovariansi menyatakan ~varianéi
proses acak di sekitar nilai rataannya.
Elemen diegonal V_(t) yang ke i, yaitu
vV .. (t) menyatakan variansi ke . i.-dari
proses acak skalar zi(t). Di gamping

itu,
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o {t)=/ Vzit(t) o=t ,n .
Root Mean ‘.'
. Square } dari. '

_orangd,

:‘3, Gangguan Derau Putih
_adalsh

. mempunyai
. mempunyal persamaan gerak seperti.
"4, yaitu

Tm ,(ﬁ}' =

-derau put1h dan 6(t ~t )

- tersebut

merupaken simpangan baku {

prroses skalar 2, (t):
_ Dalam = makalah ini,
kovariansi akan dihitung .dari
domain waktyu dan cara ini
dengan Metode Domain Waktu

jawab

(MDW). . MDW.

ini merupaksan metode baru yangd mempunya1f

banyak keunggulan dlbandlngkan dengan
metode  yang telah  banvak - digunakan’
- yaitu pernighitungan -
kovariansi melalui
domain frekuensi. Keunggulan MDW
terssbut askan dltunaukkan dalam pasal

' selanautnya

Sistem daser Meﬁo&e

i. Sistem yang .
akan

pers.

getaran _ linear
gangguan derau putih

‘apabila u . (t) d1gant1

fungs1 acak derau putih w (thyaitu

'i(t).;z‘.ﬁ Z(tfr$ B w(t): (14)

Derau putah w (t) mempunya1 slfat

” ]E { W (t) } =Qf 4]
F (b t ) = W (t) 5 (t 2)
di mana W (t} adalah matrzks
adal&h_.
delta dirac.

w(t) Sistem oz

dersau
putih

Getaran

" Gambar 1 Bentuk Dasar MDW

" gangguan = derau  putih
jawab’/ persamaan derak sistem.
skan seperti pers.

Dengan

_Mesfn,-Voiume_VIiNo;i&a

akan disebut’

_ matriks -
transformasi ke. -

Domaln W&ktu
sistem yang  mendapat dengguan -
" derau putih seperti terlihat pada gambar

oleh -~

10 dengan mengganti u.
. .{t} dengan w (t), vaitu A

. matr1ksl_‘~

korelasinya F_ o
- kedus, besaran tersebut d1paka1 dua sxfatm ’

‘—*—Sﬂ'-z"t.owf O
-ﬁéréebutlh

Jawab f z (t)

vektor rataan . m_ . (t) dan’

(.t} Untuk menghxtung

7'1ntegra1 acak, yaltu S

o

' C .V-J-Dengan pers..ll 16:
intensitas " -vektor:
fungsi~
- .. menjadi

"mmhttlml). ‘ ' L

. fm;-(t}‘

i

5

E{ [ J‘¢- (b2 w ('r v d f]

o

i

"; t

."“'".f.F¢(b’"T )w 6(7 -T, }¢ (t mr )dT dT'

00.

2
f ¢’(t-—‘r)W ¢(t-v'r)d-r

.0‘

rataen o . ()

‘korelasi  F¥(ti,t2)1

2 opAtrm o

~ dan -

:'--¢f(t )V, 'é(-t'z’ _’ . ;
. . rrn.n qt -lz’ - A
o+ Jeu, -f>5‘“t"’ ar

D .

' dl,man&

S M= %B N B

. merupakarn
proses acak yang dapat d101r1kan dengan .
matr1ks_

“n -

17" dan 18 nileuf'
. matrlks;: ‘
berturut-turut@3: 
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Untuk toz 0 dan t1 =t, = %,

matriks . kovariansi yang simetri, yaitu

diperoleh

Y_(t) =F

v, , (6. t)

. 1 :
= $(E)V 87 (5)+] S(t-T)Sp" (t-T)dr  (21)

Jika persamaan matriks fundamental,
pvers. 9, dimasukkan ke dalam pers. 21,
suku integral dalam pers. 21 menjadi

t
Aat-T) ATa=r -
J'e S e

dr
]
t r T
= eAtJ- -AT s e-A Td‘r ) eAt (22)
Q
Untuk menghitung integral ruas kanan
. pers. 22 terlebih dahulu akan dicari
‘suatu matriks V yang memenuhi
t T
J\e--A‘!'Se—ATdT
[+]
t T
d A -A
=fgg e ve T (23a)

4]

t
T T
;_r{e-AT(—AV)e—A 7+8-A*r ( —VAT)e—A T}dT
o

t
T
T

= e -Aa v - v AHer T ar (230
2]

Dari- pers. 23b dapat diambil kesimpulan
bahwa matriks V harus memenuhi

AV + vAT + 8 = o : (24)
‘Terlihat bahwa pers. 24 berbentuk
persamaan Ljspunov yangd dikenal dalam
analisis stabilitas sistem.

Dari pers. 23a terlihat bahwa
t T T
J-e—ATSe-A Tir = e—ATVe_,_A Ty (25)
[+ ]
di mana matriks Y memenuhi pers. 24,

Ruas kanan pers. 25 selalu ada jika
sistem stabil. /

Jike pers. 25 dimassukkan ke dalam
pers. 22 dan kemudian dimasukkan ke
dalam pers. 21 dan dengdan mendingat
pers. 19, maka jawab z diciriksn dendan
ratasan dan kovariansi berikut,

m (£) =¢ (L) m
- {28}
V_{E) = d(EX(Y -V ) @ (£)T+ V
Pada sistem yang stebil, dari pers. 26
terlihat bahwa sifat Jawab sistem
getaran acak stasioner nenjadi
m, (t »w) = 0O
(27)
V2 (t» o) = V = konstan

Terlihat bahwa dendan cara analisis
domain waktu, jawab stasioner sistem
getaran stabil dengan gangduan derau
putih mempunyai rataan dan kovariansi
seperti vang dinyatakan dalam pers. 27
dan metriks ¥ memenuhi pers, 24,

. Untuk nenyelesaikan pers. 24,
matriks V¥ dipecah dalam submatriks
sesuail dengan pemecahan matriks A pada
pers. 5, yaitu
v | Vv
41 12 .
vV = - |- {28}
T

v | Vv
12 2z

dan matriks S dipecah pula menjedi,
lihat pers. 20 dan pers. 5,

8 = e I it (29).

Jika pers.'5, pers. 28 dan pers. 29
dimasukkan ke dalam pers. 24 diperoleh

v + v = 0
12 12

KV M +CY M+ MV XK + NV C -W =0
i2 22 12 22
(30)

KY +CV_ ~-MV =0
11 12 b 4

Pers. 30 +tidak 1lain merupakan pula
persamaan Ljapunov. Elemen matriks ¥
dapat dipveroleh dengan - menyelésaikan
pers. 30 secara berurutan. Dari pers.
30 terlihat bahwa matriks Vz merupakan

matriks antimetri, sehindgda elemen yang
perluy dicari hanya n{n/2 + 1) buah
saja. Dengan demikian, slemen matriks
pada persamaan L japunov yang perlu
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" nol.

dicari hanya tinggal
saja. Karena  sifat
penghitungan  elemen V- menaadl

tersebut,

sangatl"

n(3n/2+1)/4 bush -

lebih sederhana. Algoritma penyselesaian .-

persamaan LJjapunov dapat dilihat = antara

lain dalam Smith [5] atau Bartels [61.

Besaran skalar keluaran yang -
diinginkan dapat dihitung dari jawab
z () melalui hubungan : _
bty =a =z (b . (3

di mana a® adalah matriks Kelueran . yang
- .dapat ditentukan dari-
sistem. Dalam hal ini
b (t) dapat dianggap ergodik,
dan terdistribusi normal
dengan nilai rataan - dan

", variansinya. Nilai ratasan b (%)
‘dinyatakan sebagai :

bésaran

"mb_ﬁ,arfm' -0

'di mana m  '&da1aE nilat . fat&an-jjawaﬁ
vektor ke&daan z (£) yang akan .
Dengan = menggunakah  pers. 31,
varianei dari. b (%)

sebagal S

= E {b.b } "\'{a"’i.i% 3

:fa v 5*} .

© .8etelah .SEmua
diperoleh, nilai
dari . keluaran b, (t)
dengan pers. 32 dan_33;
' Dengan MDW .ini :
penghitungan matriks
dilakukan langsung dari
tanpa harus melalui analisis
Metode ini menjadi lebih

dapat

 terlihat _bahwa
kovariansi
domain
frekuensi.

dapat menghemat waktu hitung Dalam -
metode ini, yang perlu diindat
bahwa fungsi gangguan -sistem “harus -
berupa derau putih. Kalau - fungei
garigduannys berupa derau warnha, seperti ' -
pada  kenyataannya, maka analisis:
dilakukan dengan bentuan filter bentuk
yang bertugas membentuk derau . warna
tersebut darl derau putih. : :
4. Contoh Penerapan ‘

Penerapan metdde_ MDW - -ini = akan-

persamaan .gerak .
skalar.
- stasioner -
vang ditandai-
nilai . .
“dapat

dapat dituliskan

@ | it

: S fﬁ}“Persamaan gerak dapat d1tu11skan dalam .
elemen matr1ks : V  : gvektor keadaan berikut. = - :
‘rataan dan -varisnsi

dlhltuhgl'

sederhana dan

32y

bernilai- - .. 47

LI

dapat - |

wekbuy

‘adalah’ .

ditunjukkan dalam contoh analisis sistem ™ -

getaran sederhana yang. dapat dihitung
dengan tangan supaya prosedur
diikuti = dengan mudah. Gambar 2
menun jukkan  model sistem

kendaraan yvang mendapat
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getargn”:'
gangguan .

acak “ gelombang

jalan. Gangguan

_ acak
" tersebut . adalah bahwa = percepatan
‘gelombang  jalan berupa derau ‘putih
dengan intensitas W. ) .
. Persamsen  derak 51stem ~  dapat
. _.dltullskan sebagai R '
m%x+dx+Kk x =-my
. Y. w . (0.H) |
dimena  w adalah derau put1h . deﬁggﬁ '

ratasn nol dan 1ntens1tas W

Ghmbar 2 Model slstem L
getaran kendaraan s

By

TRt

Zz = A Hz'_+ B .w
'Dari'pefs;.ZO'dan'ZQ,:“‘_K . _
Cewnt [0 07 ooz
S=BVWEH ___[._0,- W] 3 L=mW

Dari pers.4,

'Hl: m o, .K = k. ; D =4

'VDﬁri peré.l13.dén729,lhu
Vi= o s V. = oy Vg =@
M. b

_ . Kemudian dari'befs 30 diperoleh
dapat: - .- S A :

N

N ﬁx‘




Dengan cara yang sama seperti di atas

2o, = 0 :
x dapat diperoleh
2 T . 2 2
kaz+do'_—ma?=0 0r=azvzaz=m0‘___
* xx * *
2 Nilai redaman optimum diperoleh dari
2keo -2dme; ~mHWH =0
nx x® . . a O'zf
. _ —— =0
atau a4d
2
2 mW 2 m W
o = ; o, = - 4 =0 atau
x 2dk . 24d ax 7
o tidak lain merupakan nilai RMS dari dopy =7 m k
jawab x dan dapat dihituag dengean
mudah. Jawab percepatan absolut massa dan koefisien redaman optimumnys
dapat dinyatakan sebagai
x = + = - x + 3 ' I '
X, X + ¥ 1/m [ k x d x 1 | ) d0pl ‘ m k ‘
. X D = = = 1/2
= _ _ - ar opt d .
{ k/m d/m ] [ k ] a =z krit o /m.é

Kovariansi dari z adalah

X . 6. Kesimpulan
Yy =E{ ] . [x =x11} '
b4 " Dalam makalah ini telah ditunjukken

o ; _ dasar metode domain wektu untuk analisis
XX XX sgistem getaran acak linear. Metode ini
E { } : lebih unggul dibandingkan dendgan metode
domain frekuensi, karena jawab RMS yang
‘ ) dikehendaki dapat dihitung  landsung
2 o ‘ dalam domain waktu tanpa melalui
trasformasi ke domain frekuensi. Metode
2 * ini dapat dikembangkan untuk analisis
sistem getaran acak dendan gangguan

derau warna {colored noise).

Dengan pers. 33,

o = a"l' v a Literatur
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