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Abstrak

i Makalah ini  mengevaluasi secara eksak tegangan dan perpindahan yang terjadi di dalam
‘ setengah ruang (half space) yang mendapaf tekanan terdistribusi merata dalam daerah lingkaran
di permukaannya. Material setengah ruang yang dibahas adalah isotropi melintang (transversely
isotropic) dimana bidang isotropinya sejajar dengan permukacn setengah ruang. Dengan
menggunakan mefoda fungsi potensial, perpindahan dan tegangan yang terjadi di dalam
setengah ruang dievaluasi dalam bentuk figa fimgsi harmonis. Fungsi Green’s untuk beban
terkonsentrasi digunakan untuk menurunkan fungsi pofensial untuk beban merala dengan
metoda integrasi. Komponen tegangan dan perpindahan yang terjadi di dalam setengah ruang
dapat dipecahlan secara eksal dalam bentuk integral eliptis lengkap jenis pertama, kedua dan-
ketiga. Di dalam makalah ini solusi untuk setengah ruamg isofropi diturunkan dengan
mengambil limit isotropi dari solusi isofropi melintang. Hasilnya dapat dibandingkan secara
eksak dengan solusi isofropi yang sudah dipublikasikan sebelumnya. Hanya soja hasil yang
sekarang bisa ditulis dalam bentuk yang lebih kompak. Dengan mengambil limit ke permukaan,
solusi di permukacn dapat dibandingkan dengan kondisi batas. '

Abstract

This paper evaluate the elastic field that induced by a uniform pressure applied over a circular
area on the surface of an elastic half space. The half space is ransversely isotropic, where the
DPlanes of isotropy are parallel to the surface. A potential function method is adopted where the
elastic field is written in terms of three harmonic fimctions. The known point force Green
Junctions are used to find the solution for uniform normal load over the area by quadrature. The
elastic displacement and stress field are evaluated in term of closed form expressions containing
complete elliptic integrals of the first, second and third kinds. Following limiting procedure
allows the isofropic solution to be obtained. If is shown that the present results agree with the
previous published solutions but the new solutions could be put in a more convenient form.
Special consideration is also given to derive the limiting form of the stress field on the surface.

pembentukan logam, elemen tribologi, dan lain-lain.
Analisis tegangan setengah ‘ruang anisotropi seperti
misalnya isotropi melintang (keramik, cadmium dll),
orthotropi dan jenis anisotropi yang lain, diperlukan
sehubungan dengan semakin lvasnya penggunaan
bahan keramik, komposit, atau pada daerah tertenty
struktur tanah tidak dapat dimodelkan sebagai isotropi.
Salah satu metoda untuk mendapatkan solusi eksak
dalam bidang elastisitas untuk benda yang berkontak
adalah metoda fungsi potensial. Disini biasanya
dipertukan untuk mendapat fungsi harmonis yang
harganya diberikan pada daerah kontak. Dalam
beberapa kasus teori potensial dapat memberikan solusi
yang eksak untuk analisis setengah ruang jika

1. Pendahulnan

R Kontak antara dua permukaan benda elastis sangat
' umum terjadi dalam bidang teknik seperti misalnya
pada komponen mesin atau pada peletakan suwatu
pondasi. Permukaan kontak umummnya meneruskan
gaya dan momen dimana antara permukaan tersebut
: Juga sering terjadi gerakan relatif, seperti misalnya
kontak antara permukaan dua gigi rodagigi. Umumnya -
- dimensi permukaan kontak jauh lebih kecil
dibandingkan depgan jari-jari kurva benda yang
berkontak sehingga sering diidealkan sebagai benda
elastis semi-infinite atan setengah ruang elastis,

Benda setengah mang isotropi yang mendapat beban

merata di permukaannya mula-mula dipakai para
ilmuowan untuk menghitung keamanan peletakan
fondasi bangunan di dalam tanah. Dengan
berkembangnya teknologi maka aplikasinya semakin
luas dipakai seperti misalnya dalam teknologi
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pemilihan sistem koordinatnya tepat. Solusi eksak
memberikan beberapa keuntungan dalam bidang
perancangan karena bisa memberikan hasil langsung
dan bisa dipakai sebagai dasar untuk memeriksa hasii
metoda numerik dan data-data eksperimen.



2. Latar Belakang

Pembebanan pada permukaan setengah ruang elastis
adalah masalah klasik dalam bidang elastisitas. Asal
mula dari problem in: bisa ditelvsuri dari investigasi
oleh Bounssinesq (1885) dimana dia memberikan solusi
elastis dalam bentuk turunan fungsi potensial. Fongsi
potensial yang, didapat adalah dalam bentuk integral
ganda yang diambil dari luas daerah kontak. Pada saat
itu kesulitan utama adalah mengevaluasi integral ganda
seperti yang di tulis Love (1929) sebagai "The
difficulty of evaluating the integral has been a serious
obstacle to the development of the formal solution in
special cases ",

Lamb (1902) dan Terazawa (1916) mengembangkan

metoda alternatif dimana komponen tegangan dan

perpindahan di ekspresikan dalam bentuk integral yang

mengandung fungsi Bessel yang sekarang dikenal
dengan nama Transformasi Hankel. Metoda ini hanya
bisa mengevaluasi pembebanan dalam lingkaran
khususnya beban yang axisymmetri.

Tampaknya Love (1929) yang pertama kali berhasil
menggunakan metoda potensial yang diperkenalkan
Boussinesq untuk menganalisis pembebanan merata
diatas setengah mang isotropi. Love memecahkan
integral ganda dalam bentuk integral eliptis. Walaupun
Love tidak mendapat solusi yang lengkap, hasil yang
didapat merupakan kemajuan yang sangat berarti
dalam perkembangan metoda potensial.

Metoda fungsi potensial yang sekarang juga dikenal
dengan metoda fungsi Green untuk isotropi melintang
pertama diperkenalkan oleh Elliot (1948) _ dan
kemudian dikembangkan oleh Fabrikant (1989).
Fabrikant mengembangkan metoda baru untuk
menganalisis turunan fungsi potensial dimana dia
memanfaatkan (ufilize) representasi integral untuk
seper jarak antara dua titik dalam ruang tiga dimensi.
Metoda Fabrikant saat ini digunakan secara luas untuk
memecahkan masalah mekanika kontak dan crack
(Hanson and Puja, 1996,1998; Podil’chuck, 1996,
Karapetian, 1994, diI),

3. Dasar Teori dan Parameter Geometri

Perpindahan dan tegangan didalam setengah ruang

akan ditulis dalam koordinat polar (p,¢,z), jari-jari .

pembebanan p=g dan dua parameter /(a), ,(a),
yang didefinisikan sebigai berikut

v =3 {loraf +7 - flo-af +7 | .

ll(a)z—zl—{‘/(p+a)2+z2 +\/(p—.:z)2 +zz} )

Kedua parameter ini membuat jarak antara titik
(p,$,z) di dalam setengah ruang dengan titik di garis
lingkaran pembebanan (a,00) dapat diekspresikan
dalam bentuk dua dimensi sebagai

10

R* =a® +p* +2* —2apcosd
=i (a)+1; (a)-2l(a)l,(a)cosd 2
dimana )
Lfa)+l(a)=a +p* +2°
hia){a)=ap . 3

Dari persamaan (1) dengan mudah dapat di ikuti
bahwa lL(a)<il,(a) dan I (a)<p. Solusi untuk
tegangan dan perpindahan juga akan diekspresikan

- oleh paramater k dan » yang didefinisikan sebagai

h(a) _ 112 (a)
L(a) " p’ @

Dengan menggunakan hubungan diferensial berikut
(Fabrikant 1989)
allfa)_“_' zlfa) Oh(a) _ zl(a)

& Ba)-B(a) & (a)-T(a)’
aha)__ pla* —1(a))

% n(afii(a)-1(a))’

ol(a)_ PB(a)-a*) &
¥  ha)i(a)-1(a))’
turunan pertama parameter & dan n didapat
ok © 2zk ok a-2pk+ak®
T, S2EEREEL 6

8 PE(aj1-k*)°

Berhubung tegangan dan perpidahan akan di evaluasi
dalam hal integral eliptis lengkap, maka dirasa perln
untuk mereview tentang integral tersebut. Integral
eliptis lengkap jenis perfama, kedua dan ketiga yang
diberi simbol F(k), E(%) and [I(n,k) didefinisikan
sebagai berikut (Gradshteyn and Ryzhik, 1980)

T Ea)l-k)

F(k)=j- i dx =j- dop
2 J(1-32)J-k%%*) 1 JQ-k’sin’ )

1 fr 72 2 b
E(k)=—"(1(1’cJ__zT;‘ix=!J(1-k2sinch)dcp ,

T(n, k) = i
0

dx
(—nx? 31— x?)(1— k*x?)

"

M

1—-.»1.

o (1—nsin® @)f(1-%? sin® @)

Turunan integral eliptis jenis pertama dan kedua yang
diperlukan untuk mengevaluasi beberapa komponen
tegangan adalah

) _1f —Ksin'e . Ek-F@®)
dk J1- & sin® ko
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dF(k) 1
dk)=—j

K sin’ @ d(pz_F‘(k)+ E(%) (8
ky -k sin? @) k RQ-KY)

Formula untuk mentransformasi integral eliptis jenis
pertama dan kedua juga diperlukan yaitu (Gradshteyn
and Ryzhik, 1980)

2J_ ]

A+FE&),

zJ— _2E(R) - (- ()

1+% 1+% :
Untuk mendapat representasi dderah elastis dalam
bentuk yang kompak, diperlukan formula untuk

transformasi integral eliptis jenis ketiga (Hanson and
Puja, 1996)

Wk | mh(a)1+k)a+p) |, 2 |2 _ 2
H(”’Hk)" 429 (@ —p) {2" ¢’

a'—p' |  (+kXa+p)
- F(&)-21I{n.k 10
+la2_p,l}+ o) {F(k)—211(n, k)} , (10)

&)

4ap
(a+p)’’

dimana p=

4. Fungsi Potensial Untuk Isotropi Melintang
Hubungan antara tegangan dan regangan untuk benda
elastis terdiri dari sembilan persamaan yang
menghubungkan sembilan komponen tegangan O dan
sembilan komponen regangan £, adalah

oy =Awey , WAI=123,° (1D

dimana Ay, adalah konstanta elastis material.

Untuk setengah ruang isotropi melintang dengan
daerah z20 (lihat Gambar 1) yang memiliki bidang
isotropi sejajar dengan permukaam, persamaan

tegangan-regangan  dapat  diturunkan  sebagai
(Daniel, 1994)
oL [ A (n-240) 4s 0 0 07fey]
Ty (4 ~244) Ay An 0 0 0 s
Sal_ Ay A A4, 0 0 0 |s;
o] o 0 0 A, 0 0 ljr.T
T 0 0 0 0 A 0 |ra
£ I ;0 0 0 0 Ag)lts)
: (12)
Dalam hal perpindahan, persamaan diatas menjadi
ou ow
=4, —+(4;,;,-24 +4 .
x 11 ax ( 11 66) ay 13 A &
2 ow
w ( - ss) Ay ay 13 5 Bz

Bu 6v
cz=AB-a;+Alaay+A33 » Ty A“( e ),
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_.444(%:-+Z) , T,=4 [’%*‘%) s (13):

dimana », vdanwadalahperpindahandalamarahx,y :
danz.

.Substitusi persamaan tegangan—pe;pmdahan diatas ke

persamaan keseimbangan (Urgural, 1975) didapat

o*u u u v
Ay az—‘*' Asgs +Ay 5t (Au Asgs ) axdy
’ 2

a'v 44 622
&w
+(4y +AM)_3732—= 0,

v v v 8 u
A 'éx_z"'Au "éy_z‘*'AM ?""(Au. _A“)Ex“@
) 4
+(A13+A44)5}3Tz=03
Pw Pw| | Fw Fu v |
A"“{EFJ'?}J’A”?” 1t A‘“){aaz @;az} 0

Solusi persamaan keseimbangan di atas dalam bentuk
tiga fungsi potensial F,F, dan F, adalah ( Fabrikant,
1989)

0 . of or;
U =AF +F, +1F;); w=mlgl+m2—a;—, (15)
dimana i adalah bilangan kompleks, m,, m, adalah

konstanta, dan u° adalah perpindahan kompleks

- u° =u+iv . Ketiga fungsi F, memenuhi hubungan

2z
AF, +9%—— 9 F =0, k=123, (16}
dimana m,my, Y,Y2 and y, adalah konstanta.
Konstanta v, di berikan oleh persamaan
4
AR i 17
T3 4., (17)

sementara y2 =n,, k=12, dimana n, adalah akar-
akar (bilangan riil atan kompleks konjugasi} dari
persamaan kuadrat

AuA:M’"z + {4 + 24,)- Ay Agpdn + ApdAy =0. (18)

Hubungan antara konstanta m, dan y, diberikan oleh
P Alﬂi — Ay Ut AM)Yi
= =
Ay + Ay Ay - 71‘444
dengan catatan bahwa m, memiliki sifat mym, =1.

, k=12, (19

¢ Dengan mengkombinasikan tegangan dalam bidang

sebagai
G =0, +6,=0,+0y,
6, =G, —C,, +2t,, = ¢ (cpp\—cw +2itp¢) \

1, =1, +it, = (cp@+a¢,), (20

(D



Ekspresi untuk tegangan di dalam setengah ruang
dapat disederhanakan menjadi

o, =(A11—A66)(Ku+A;)+2AB% ,

o, =24 Au ,

1 — - ow
o, :EAIS(A”"_AH)'!'ABE .
Su .
1: 44{62 W} ( )

dimana operator A dan A adalah

& & g 0
st , A=mtie—
ox° &y & &
dan tanda bar menandakan bahwa variabel adalah

kompleks konjugast.

Akhimya komponen tegangan dalam hal fungsi
potensial bisa didapat dengan mensubstitusi komponen
perpindahan (15) ke persamaan (21). Hasilnya adalah

A 22)

2
0, =24 = {3 -Qemdri)s +fr -@emyviR)
0, =24 A (F, + F, +iF,) ,

62
0, = Ay |A+m)1F + 0+ m 3R]

T, = AMA%[(Hm,)F, +A+m)F, +iF] . (23)

5. Fungsi Green untuk Beban Terkonsentrasi di
Permukaan Setengah Ruang Isotropi Melintang

Untuk setengah ruang elastis isotropi melintang z >0
dengan bidang isotropi sejajar permukaan, penggunaan
sistem koordinat polar (p,¢,2) dimana

x=pcosp , y=psind , 249

adalah merupakan sistem koordinat yang paling tepat
untuk mengevaluasi perpindahan dan tegangan,
Geometri sistem koordinat tersebut ditunjukkan dalam
Gambar 1.

Gambar 1. Beban Terkonsentrasi di Permukaan -
Setengah Ruang

12

Solusi umum untuk gaya terkonsentrasi di permukaan
setengah ruang dengan koordinat (p,,$,,0) seperti di
tunjukkan pada Gambar 1, dalam bentuk tiga fungsi

* potensial pertama kali di perkenalkan oleh Fabrikant

(1989) sebagai :
Hyl

o
F=—1 _Eyz(AT+AT)x1+P1n(R1+zl)},

1o ~ _
= ‘E'h(AT"'AT)Xz + Pln(R, +zz)],

F, =iﬁm(}\_1’ ~ AT, . @25)

44

dimana P, T, dan 7, adalah gaya terkonsentrasi

dalam arah z, x, dan y. Persamaan di atas mengguna-
kan notasi

T=T +iT, ,
Ry(2) =p* +p} - 2pp, COS(¢-¢.,)+Z’]W .
x(z)=zIn(R,+z)-R, ,

Ly =%z;) 3 Ri=Ry(z;)), j=123 (26)

dan konstanta H didefinisikan sebagai

- (,Y b3 + 72 )All (27)
' 2“'t(“lu-“i:aa - Alzs)

6. Beban Terdistribusi Merata Dalam Lingkaran

Perpindahan dan tegangan vang terjadi di dalam
setengah ruang isotropi melintang yang mendapat
tekanan mérata o dalam daerah lingkaran p < a, dapat
diturunkan dengan mengganti gaya P pada persamaan
(25) dengan op,dp,dp, dan kemudian mengintegrasi
hasilnya untuk daerah 0<p,<a dan 0<¢,<2%.
Notasi dan geometri pembebanan ditunjukkan pada
gambar 2. Fungsi potensial sekarang menjadi

H 2xa
E(p.$,2)= (m"f;) [ 1R, +z)pdpodb,
1 [¥] )

Fz(Psq’:Z)= (nlzyisl) J‘jh](& +22 bodpnd'#o >

0

Fy(p,$,2)=0" (28)

-
Dengan menggunakan notasi
2%a

¥(p,2)= | [IR+ podpodd, ,

R* =p® +p; +2° —2pp, cos(9—¢,), - (29
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Gambar 2. Tekanan Terdistribusi Merata Dalam Lingkaran

fungsi potential (28) dapat ditulis dalam bentuk umum

F(p,qaz)-«(fl:"?)?(p, ). J=k2. (0
7

Disini perlu dicatat bahwa integral ganda diatas tidak
tergantung pada sudut 4 jadi ¥ hanya merupakan
fungsi dari p dan z. Pada setiap titik di dalam ruang
z>0, fungsi ¥ adalah kontinn dan juga mempunyai
turunan yang kontinu terhadap p dan z. Semua
penurunan dapat dilakukan di dalam tanda integral.

Dengan mensubstitusi ketiga fungsi potensial (28)
kedalam persamaan (15), maka akan didapatkan
perpindahan di dalam ruang z> 0. Perpidahan dalam
bidang x-y didapat .

—A(F,+F,) Ho'e”z-;( )—‘P(, z;) .G

sedangkan perpindahan dalam arah z adalah

aF, ar, 2 m @
w=m +m, —= = H 2~ yp.z,},(32
™ c?;;(m,-l)az (-5)- 6
. _ & 1 8
dimana z_,——— dan turynannya — =—e——ou
; 0z y, &,

Dengan cara yang sama, fegangan di dalam mang
z=0 didapat dengan memasukkan fungsi potensial ke
dalam persamaan (23) dan hasilnya adalah

) '7 o 2 [Yj (1+mj}73] 6
c-;E-EAGGHGZ P— P
g UR Y ;

Karena 'P(p,z) tidak tergantung pada sadut ¢, operator
AW dapat ditulis sebagai

7 Y(p.z;). (33)

2 o & 10
AY¥(p,z;)= AA‘F(p z,) =e ’(g-;g]‘l’(p,z ), (34

sehingga o, menjadi
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o 1

[ i —ii]%,z y.(35)

2 =24 Hoe""z
o péd

mm =D

" Dengan menggunakan persamaan (Fabrikant 1989)

(1+mj) (_1)!*‘1 -
= . 36
(mj— ) 2"'"-4441{(')'1_72) ©¢9
kompenen tegangan dalam arah z didapat '
._1 j+1
° 21:('yl ; 7D
1 ’“ ‘P A 37
: 27‘(11 ),Z..l;( ) (p.z). BN

Dari persamaan-persamaan (31-33), (35) dan (37)
diatas, -jelas bahwa untuk mendapat perpindahan dan
tegangan didalam setengah rmang kita perlu
mengevaluasi turunan perfama dan kedua fungsi
potensial terthadap p dan z.

Untuk mendapat torenan pertama fungsi potensial
terhadap p, kita perhatikan bahwa &% / 8p adalah sama

dengan nilai &Y / 8x pada bidang ¢ = 0. Evaluasi

¥ (p,2)

a
o _5{!4 1n(R+z)dx,,dy,}, (38)

dimana A adalah luas daerah tertekan. Mengingat
bahwa turunan dapat dilakukan di dalam integral dan

bahwa ‘Zz }li(x—- )=—§x—}i persamaan  diatas
. dapat ditulis menjadi
aF(P 2 _ j j' ln(R +)de,dy,.  (39)

Dengan menggunakan teorema Green's (Amazigo,
1985), integral ganda diatas dapat ditransformasi



menjadi integral garis yang mengelilingi luas daerah
yang ditekan. Hasilnya adalah

6"P(P,Z) ﬁln(R +2)dy, = —J‘ln(R +Z)acosd dp, (40)

dimana R= {92 +a® +2* ~2pacos($—¢, )}

Kemmdian dengan infegration by parts integral dlatas
bisa dipecah menjadi

=_a{[h(§+z)én¢a] .[ sng, (R:- )aT %}

., Fsing, sind—d,)
- ap-! R(R +7)

MN(p,z)
o

dby . (4D

Sekarang set ¢ = 0 dan dengan menggunakan identitas

1 (1—@), @42
R(R+2) (}—32_2:) R
kita akan mendapat
oY _a¥
o a, pjsmdaosmw )[ = [le]d o
j sin’ 9y [1—1}14; (43)
a’p (p +a* - 2apcosd,) 2
Dengan menggunakan identitas
Sin2 ¢D =_(az +p2 "'22a‘:C05¢u)2
4a’p
a” + a® +p° —2apcos a® -
( p* )’ 12)2 Pcosdy) 2132) (44)
2a°p 4a’p
akan didapat
8¥(p,2) ‘fa” +p” —2apcos,)
HeD i fE e Tponb
P 5 4a
ix 2
(a” + ) -p*)’
+at dt
¢ P',[ 2a’p bo—a pJ4a p (a +p? — 2apcosd,)
25
- i
—alpzj- _ szm $od9, — . (45)
e (@ +p° —2apcosd, )R

Dengan mudah dapat turunkan bahwa

= db, _ 2n
s (@’ +p* —2apcos,) Ia’ -p?

4

sehjﬂgga persamaan {(45) dapat ditulis menjadi

, (46)

a\pg:z)=2£{(az +p2)_la2 pzl}
sin” ¢,d¢,
i er e

Substitusi sekali lagi identitas (44) akhirnya persamaan
diatas menjadi '

14

8¥(p,z) . '
o =ap e +et)-lat e} + 1,
A +P2)1 Jrz(a'2 —¢")’ I (48)
2p z 4p ?

dimana integral I,, I, dan [, didefinisikan sebagai

I _T(az +P2 _2aPCOS¢B)d¢B I _f 4)0
1 - ] 2 —_—
R )R
i
d
I, =j' b = . (49)

> (@® +p® —2apcosd, )R
Evalnasi integral J, dengan mengubah variabel
integrasi ¢, = ® —2¢, menghasilkan

I —2d§,
f l(a) 2 k2 +1+2k(1-25in® §,)

_ 4 j- dd,
L@(1+k )
2@+ | 4kzsn2¢l)

(1+k)
Observasi bahwa integral diatas adalah integral eliptis

(50

lengkap jenis pertama. Dengan menggunakan
persamaan (9) kita mendapat
. 2‘@}: 4w, (51)
L(aY1+k) \(+k)) §L(a)

«Dengan cata yang sama evaluasi integral /; dan I,
dalam hal integral eliptis lengkap akan menghasilkan

iRy
I =@+ ] 1-| S sin® ¢, b, - 21,
) .
4
L)
_4 J- | d,
1(a) 3 {(a+p)* — dapsin® §, (1 + K)? - 4k sin’ §,

4 2,/?) J‘
= 'y . 53 f
L@)(a+p){1+k) \'[[p I+£ e

Sekarang kita bisa mendapat solusi turunan pertama
fungsi potensial dalam bentuk integral eliptis lengkap
dengan memasukkan nilai integral 1), I, dan I,
kedalam persamaan (48), dan hasilnya adalah

™~

=8, (E®) - ——{ (@~ (@) +2* JF (), (52)

%—(ﬁﬁ=%{(& +p?)~|a? —p? |}+-2-z-12;(a—)E{k)
X7 ){21 (@)+a® +p? JF(k)
o) o 2]
oL ()1 + kXa + p)° H(P vk ©P
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f

atan dapat disederhanakan dengan memakai persamaan
(10) menjadi

8¥(p,z) _ na® 2z (a)

e L OR ){ 12 (a)+p* JR(H)
22(a® —p*)
= (n, k). (55)

Dengan menggunakan metoda yang sama, furunan
kedua fungsi potensial terhadap x didapat

ov? N {p,z)

e 2) j_[ —{In(R+ D)} dx,dy,

__J'_[ {RJER:" }dxody‘, . (56)

Transformasi integral ganda diatas menjadi integral
garis yang mengelilingi luas daerah yang ditekan, dan
kemudian hasilnya ditulis dalam koordinat polar
didapat

6‘1”(9,2) §
J (R+z)

__apTcos¢cos¢n m +a2]3' cos® b, db. (5T)
° R(R+7) ° 0§(§+z) .
Dalam bidang ¢ =0 menjadi

8°%(p,z) 8%¥(p,2)|

aPZ - axz |¢-n
i cosdy cos’ ¢,
= db, . 58
aij(m 2) IR(R+ R %

Akhirnya dengan menggunakan identitas (44) integral
di atas dapat diuraikan menjadi

W(p,z) _ T apcosddp,
&p° - —'! (p2 +a’ —2apcos¢u)
+T zapcospeddy J- a® cos® $,db,
2 (pz +a? -Zapcos%)R ° (p2 +a* —Zapcos%)
2 za® cos® §,dd,
- '!,.(p2 +at —2apcos¢o)._R

Kita dapat mengevaluasi masing-masing mtegral di
atas sebagai berikut

(59)

T apcosddd B a’+p*
'!;(pz +a° --2:rpc:)s¢°) A la2 -p?

I zap cos ¢, d¢,

1
) p a _2apcos¢o) E{—ZI'). +2(p2 -i-az)Ia}:

f a* cos” ddb, 2na® ﬂ(p +a%) 7:(9 _")
Lo +a* ~2apeosty) [pP-a’] 2 00 2pfpt-d|
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op*+a?)

T za® cos® $,d _ 2y Z
J‘(p e _2ap°co51 )R I +4 zI 2P2 Iz;
z(p? - a?Y’
'+(—4p2—)-13. _ 60

"] " za® cos® $,dd,
4 p +a —2apcos¢s)
2 2 z_ _2}\?
p® +a z{p* —a

—a 1, - ( ; )1,+ b -a) L.

4p 2p 4p?
Sehingga turunan kedua fungsi potensial terhadap p
menjadi

i S PRSP Al M G SN
ot 2p° p —a |a2—p2| 4p? z+2pz 2

oa* —p*)

- 4p2 13 - (61)
Masukkan harga-harga I, [, dan [, dalam hal integral
eliptis ke dalam persamaan (61) di atas dan dengan
mengunakan persamaan (10) menghasﬂkan

%¥(p,z) ma® 2d, (a)

Gt =g e R+ ,,( —{E @
2z{a® +p
-w(z——)l'l(n,k). (62)
P (@)

Turunan pertama fungsi potensial terhadap z disini
dievaluasi dengan menggunakan metoda Fabrikant.

_ Dari persamaan (29) didapat

2na

e I I—pudpodm ©3)

Jarak lIR (seper R) dapat ditulis sebagai

}%—%I[p 22" [:—-g()]/2 (2 4 %j

dimana

Q‘,(k ®)= .._1_:..k2— (64)
’ 1+%* =2k coso
2.2
2 _ X Z
gix=x +pz—x2 .
Substitusi persamaan (64) ke dalam (63} didapat
a Ii{ps)
2¥(p,2) dx
=4 PodPy, (65)
A e OO M

kemudian ‘dengan menukar orde integral, persamaan

. diatas bisa ditulis menjadi

o¥p,2) "

—4 1 Pedpy
oz JP - x* (x)\/Po Hx)

1y{a)
=4 ——w-—w\"mdx . (66)

2 2
0 P —x



Substitusi fungsi g(x) dan sedikit manipulasi aljabar
akhirnya persamaan diatas dapat ditulis sebagai

ZD _ fir@-p [ @-p7] x

5(a)

dx

'! (p> - Wi @-* -le(a)—-xz

1i{a)

-]

“e 12 (@) x
4| ——ar. 67
o Jlf (@-x*
Jika integral di atas di evaluasi dengan menggunakan
variabel integrasi baru 7 , dimana x=1,(a)f, kita akan
mendapat bentuk akhir dari turunan pertama ‘¥(p,z)
terhadap =z sebagai

()x,[@x

F¥p.2) _
T L)

Mengingat fungsi potensial adalah fungsi harmonis,
turunan kedua W(p,z) terhadap z bisa didapat dari

{F(a)E(k) [* -7 @[F(e) - 2T, k)} (68)

V2¥(p,z)=0; atau
" ¥(p,2) _ 0"¥(p.2) 19¥(p,2)

69)
& o’ P O (

Dengan memasukkan harga-harga turnnan fongs:
potensial terhadap p dan sederhanakan hasilnya, kita
dapat

" (p,2)
d F(k)- O(n,k 70
= I()[() (k)] - (70)
Selanjutnya kita bisa mengevaluasi turunan silang
fungsi potensial sebagai berikut
e F¥es| gL,

Bpz oz |, LR

-2 -Few) an

Setelah mendapat semua turunan fungsi potensial yang,
dipertukan, sekarang bisa didapatkan ekspresi untuk
_ perpindahan di dalam setengah ruang dengan
memasukkan turunan yang relevan ke dalam
persamaan (31-32). Perpindahan dalam bidang x-y
didapat ’ '

L {ra? + 22,1, (@)ECE,)

2, =5") ,2
T, () L@ H("”k")} @

dan perpmdahan dalam arah normat didapat

w= HGZ( -_1) 7, )[ 3 @Bk,

IEl

16

[t - @Rk ) -2, k) a3

Komponen tegangan di dalam setengah ruang juga

didapat dengan mensubstitusi turunan fungsi potensial
yang, diperlukan ke dalam persamaan-persamaan (33),
(35) dan (37). I—Iasiluya adalah
1+ .
_ SHO'A“Z ~(t+m); 1
¥ j( —]_) 24 (a)

=1

{F(k_,)—H(nj,kj)}

e’“ 2 'Yj 2
o, =4HcA -';Z—Z(—~—l')' - =2z, (a)E(k )
m. —

=1

+22.1, (@)Fk )+2"’f‘q2
Z 4, a
Far ¥ i lz_,-(a)

,,,1 % Rk y-Ti(n. k.
TR 72),2:{7’( D k) T o}

_ A, @Rk, - Ek,
e Z( ) 2,(a){( )~EGk,)} -

Perlu dicatat bahwa di dalam persamaan-persamazn di

T(n, .k, )} , (74)

-4

=

atas, parameter 1,;(a), [,,(a), k, dan n, adaizh sama

dengan yang didefinisikan di bagian 2 dengan variabel
z diganti oleh z,, dimana z=7y,z,.
Persamaan-persamaan (72-73) untuk perpindahan dan

(74) untuk tegangan adalah merupakan solusi eksak -

yang lengkap untuk setengah ruang isotropi melintang
yang, mendapat beban normal merata dalam lingkaran
di permukaanya.

+17, Solusi Elastis Untuk Setengah Ruang Isotropi

Perpindahan dan tegangan untuk setengah ruang
isotropi didapat dengan mengambil limit isotropi dari
solusi isotropi melintang, Hal ini diperlukan mengingat
bahwa untuk material isotropi,y,,Y,,Ya.m,n, —>1,
sehingga ekspresi perpindahan dan tegangan pada
persamaan (72-74) akan menjadi tak berhingga.

Limit isotropi yang diperlukan dapat di ekstrak dam
makalah cleh Hanson (1992) sebagai berikut

: A-29f @+ @)
?‘.;'(mj /@ 2(1-v) ’
Z}(m,_l)f(” f()—z(1 1'(2),

i?i-(H"’,—)Y? Fay V@ @)

=N (m -1 2(1-v) 7’

( )27 N fz)=—f@+" (@),
2 ]-1

o, )27,( D" fz)=-2" (@), (75)
Ya F=1 )
dan
2
H=11_|:E‘," . A“=2 E .
(1+v)
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dimana f"(z) adalah turunan pertama f{z) terhadap z, E
adalah modalus Young dan v adalah Poisson ratio.
Dengan menggunakan limit (75) di atas sekarang Lita
bisa menurunkan medan elastis untuk setengah ruang
isotropi dari persamaan (31-33), (35) dan (37). Hasil
vang didapat dalam hal fungsi potensial adalah

¢ #6 62
i = —I;t—{(l 2V)$‘P(P,Z) +z apaz \P(P,Z)} >
_o-v) v) .z &

6y =— (1+2v)i‘l‘(p z)+z~9i-‘¥’(p z)
' on ezt T e
1) 2 2 d
6, =—-—{(1-2VA"¥(p,2) + A" —¥(p,2); ,
2 ) oz

c | & &
c.= -2-1;{—-3—‘1’@,2) —z—a‘P(p,z)} ,

e"@c &

: 2n t3‘p6‘2

Representasi daerah elastis di atas adalah dalam
persetujuan yang eksak dengan hasil yang diperoleh
Love (1929). Dimana sekarang kita menggunakan
o ¥(p,z) untuk fungsi %, sedangkan fungsi V identik

dengan c{6¥/éz} .

Pessamaan (76) wmenmunjukkan bahwa untuk
menganalisa perpindahan dan tegangan diperlukan
beberapa turunan fungsi potensial tambahan. Turunan
tersebut dievaluasi sebagai berikut

{4’ 2@ rpy - F(k)]}

4z 1+k2
=R+ k
plz(a)(l-k’){ O e ™ )}

0° 40 (@ -p”)
—  Y(p,z)=—2"r F o
o3 PO o @R

_ 4k(a—2pk+ak®)
pl, (a)(l—k’)2
~ 3 (P, )‘_'"'

o7 Bz9p” oz
_M@-d’) o 4@,2 +-ah) b
TRaE)  E@-#)

Selanjutnya solusi yang lengkap didapat dengan
mensubstitusi semua torunan fungsi potensial yang
relevan ke dalam persamaan (76). Hasilnya adalah

L4
{(1 ~2v)ra® + 2(3 - 2v)zl, (a)E(k)

¥(p,2) . (76)

8p622 \P(P )__—

{F) -y}

E(k) an

i &

)

Ce

' =—
4u|,lp

gl @ a2 + B @)

2201 2v¥(a® - p?)
L(a).
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H(",k)} ,

w=——={a(1- V)2 @E®) - [40- v)p? — 2 (a))
2mul, (a) z P —h

+22° (k) —22° (1- 201, b))

226 | pP+z2i-d°
LR N i Rl %"
Ty x { €(a)(l_kz)z E( )

G@-a) a2l (+2v) k}
[aca)(l 7] 1@ }F(k) @

sl aitsal @B
= z t 3 k
[+3 - {Il(a)(l_kz) ) lz(a)(]—kz) ( ) I ( )H(H )

2az%e™ +k?
F(k)—— 7 Ek)

T,—, - nplz(a)(]_—.kz) - kZ
JZ¢
C,=— (:;2 {— A-2vind
m[ztl(a) 1 (@)F(R) (78)

~p% + (1= 2v)(1-E)E @)|F ()

2z 2
- @~ 2V)(1- &%) I} (a) + 2I%(a)
12(a)(1—k’)2[ (-#)% ’
—2(1—k2)?f(a)~p’(1+k’)]E<k)+—2-”2“—‘”1

.
Wy e )}
8. Solusi Flastis di Permukaan

Pada bagian sebelumnya telah dibahas perpindahan dan
tegangan untuk tittk yang umum di dalam setengah

" ruang. Perlu diperhatikan bahwa pada saat z >0

untuk p<a (n—1) integral elliptis jenis ketiga akan
menuju tak berhingga. Akan tetapi semua ekspresi
yang mengandung integral eliptis jenis ketiga, integral
tersebut selalu dikalikan dengan z yang juga menuju
nol. Bagian ini akan membahas hal tersebut.

Dengan mengambil limit terhadap persamaan (1)
didapat

lim7, (a) = %{(ﬂ +p)- Ia - P[} =min(a,p) ,

) 1
lim, @ = {@+p)+a—d}=maxap) ,  9)

dimana min adalah nilai minimum dan max adalah
nilai maximum antara a dan p. Dengan menggunakan
hasil diatas nilai & dan » menjadi

k-=£, p<a ; k-—, p>a ,
a’ - P
- ' az
n=1, pzxa 35 k=—, p>a . (80)
- p

Jika z— 0, harga integral eliptis jenis pertama dan
kedua akan menuju nilai tertentu, sehingga kita hanya
perlu mengambil limit untuk integral eliptis fenis
ketiga yang nilainya menuju tak berhingga. Karena
integral eliptis jenis ketiga selatu dikalikan dengan z,
limit yang diperlukan adalah
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. A 2 2 _ .2 (@' -p
lim 2T1(n, k) = > 2p? -|a* —p |+_2___

la* 7|
E <a
=2 P (81)
0 s PpP>a

Pertimbangan lain yang perlu adalah bahwa expresi
daerah elastis untuk isotropi melintang ditulis dalam
bentuk penjumlahan j=1,2. Pada saat z—>0,z; =0
sehingga bagian yang dijumlahkan hanyalah konstanta
elastis. Dengan demikian penjumlahan tersebut dapat
disederhanakan menjadi

2 2
LF; m

jz-l:(mj_l)z_'}fﬁz;yj(mj_1)=_U‘ ’
2 2 1

g(mj—z) —g(mj—l) ’

2 (m 4D -1

> = , (82)
=7 ,;0m, -1 2HALY 1Y

=i
dimana kita menggunakan relasi mgm, =1 dan o
didefinisikan sebagai

- (AuAas); =4
Ap(Yi+7v2)
Dengan menggunakan hasil analisis di atas,
perpindahan dan tegangan yang terjadi di permukaan
setengah ruang isotropi melintang yang mendapat
beban normal merata dalam lingkaran adalah sebagai
berikut

¥ =—Hons(x+i) , p<a.

(83)

2
z.c‘=-—I—Iow:<3(x+iy)a!—2 ., P>a,
P

w:4o-HaE(£] s pP<a ;
a
w= 4H°'[ W( ) (" -a )r{ ]] , p>a,

{—1+(G — G} , p<a ;

o=
T1¥2

¢,=0, pra ,0,=0, p<a y {84

2
e @
o, = 4HancAge™® —

p; » P>a >
C,.=—G, p<d c.=0, p>a ,
1,=0, p<a , 1,=0, p>a,
dimana
b
ﬁ=2n2 » Gl=B+7172H ’ Gz='3“7172H
44

Disini perlu dicatat bahwa tegangan yang berharga nol
dan -c yang diberikan oleh persamaan (84) adalah
persis sama dengan kondisi batas di permukaan.

i8

F(k) ==

9. Solusi Elastis Sepanjang Sumbu z

Kalau kita perhatikan ekspresi untuk tegangan dan
perpindahan, baik untuk setengah ruang isotropi
melintang atau isotropi terlihat sepintas bahwa pada
sambu z (p=0) tegangan dan perpindahan akan
menuju fak berhingga mengingat semua ekspresi
mengandung jari-jari p sebagai pembagi. Akan tetapi
perlu diketahui parameter-patameter geometri juga
merupakan fungsi dari p. Untuk itu di bagian ini akan
diturunkan perpindahan dan tegangan yang terjadi di
sumbu z secara analitis. Pengan menggunakan teori
ekspansi binomial (Abramowitz, 1972) kita dapat
mengekspansi '

a 1 a
W@)s———"5pP— —p° +0(p"),
(a” +2°)° 2(a +2%)¢

1 i 17
= : -p* +0(p* ),
L@ (@ +2%): 2(a +z2)t

2
7y p>+0(p"),

_a p 1 a
at+z! 2@ +z

a azt 4
n=—a— —(a1+z2)3p +0(p"), (85)

2 2.3 2
-3 a-+z)* 1 a
(1-n) = Y o +0(p*),
z 2 za® +2%)?

p’ +0("),

T na
MO @y
wa’ ) 4
2+s(a2+z’)2p +OED.
2 2.2
rr(n,k)="(“ tz°)* | ez~ (@ +2°)] ot +0(").
2z 4a* +7°)¢

Kemudian dengan menggunakan hasil ekspansi di atas,
solusi elastis sepanjang sumbu z didapat -

-

2 2 2
G, —4?I:HO'A66 Zj-l (mj __‘1)71_- ( ) 2);l
a +ZJ-

= Zv( )f*‘{ —1}. (86)
2457y

¥ =0,=1,=0,

w= 2anr§( - D{(a1+z§)

el

...1’

J'"l

10, Kesimpuian dan Diskusi

’ Tegangan dan perpindahan yang terjadi di dalam

setengah ruang isotropi melintang yang mendapat
beban merata dalam lingkaran di permukaannya telah
di evaluasi secara analitis. Solusi elastis di turunkan
gsecara eksak dalam bentuk yang mengandung integral
eliptis lengkap jenis pertama, kedua dan ketiga. Solusi
untuk setengah ruang isotropi sebelumnya sudah di

evaluasi oleh Love (1929). Akan tetapi Love tidak
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mendapat solusi yang lengkap karena pada saat itu

integral eliptis lengkap jenis ketiga belum ditemukan.

Di dalam makalah ini solusi vang lengkap untuk
setengah mang isotropt didapat dengan mengambil
limit isotropi dari solusi isotropi melintang Perlu
dicatat bahwa solusi untuk setengah ruang isotropi
melintang adalah barn karena belum pernah ada yang
mempublikasikan sebelumnya. Di dalam solusi yang

sekarang kita juga menganalisa secara eksak

perpindahan dan tegangan yang terjadi sepanjang
sumbu z dan di permukaan setengah ruang,

Perlu diketahui bahwa problemn ini juga bisa
dipecahkan dengan menggunakan metoda fransformasi
Hankel (Hankel Transform). Inverse Hankel transform
vang muncul jika kita menggunakan transformasi

Hankel dapat dievaluasi dengan menggunakan hasil

vang didapat oleh Eason et al. (1955). Disitu mereka
mengevaluasi beberapa jenis integral Lipsschitz-Hankel
yang mengandung fungsi Bessel. Hanya sayangnya
hasil yang didapat oleh Eason et al. sangat kompleks.
Dengan menggunakan parameter dan hasil yang
didapat disini tampaknya hasi! yang didapat Eason et
al. akan dapat ditulis dalam bentuk yang lebih kompak
sehingga dapat diaplikasikan dengan mudah di bidang
engineering.

Sumber dana :

Dana Penelitian yang didasari artikel ini adalah
melalui dana “Medan Tegangan dan Deformasi Elastis
Untuk Masalah Mekanika Kontak dan Crack Tiga
Dimensi Pada Bahan Keramik” tahun anggaran
1997/1998 dengan kontrak No.20/PPIPD/DPPM/97/
PPIPD/1997, yang dikelola oleh Dit Binlitabmas Ditjen
Dikti, Depdikbud.
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