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Abstrak

Pada paper ini disajikan hasil penelitian terhadap persamaan Euler. Pada analisis hidrodinamika gelombang
pendek, persamaan memberikan distribusi kecepatan horisontal yang seragam pada kedalaman dan panjang
gelombang yang terlalu besar. Dengan cara coba-coba diperoleh suatu koefisien pengali pada gaya penggerak,
sehingga persamaan memberikan distribusi kecepatan yang sesuai dengan teori gelombang linier, demikian
juga dengan panjang gelombangnya.

Penggunaan koefisien pada persamaan gelombang Airy, memberikan panjang gelombang yang sangat sesuai
dengan panjang gelombang dari teori gelombang linier.

Kata-kata Kunci: Persamaan euler, persamaan gelombang Airy, kecepatan horisontal.
Abstract

This paper presents results of research in Euler’s equation. The first result is that the equation gives uniformly
distributed horizontal velocity in depth. The second is that wave length much longer than wave length of linier
wave theory. Applying a coefficient that obtained by trial and error on force term in the equation, so the equa-
tion gives horizontal velocities distribution as linier wave does, and so does the wavelength.

By using the coefficient in the Airy’s wave theory, the equation give the value of wavelength very close to wave-
length of linier wave theory.

Keywords: Euler equation, Airy’s wave equation, horizontal velocity.

1. Pendahuluan

Penelitian mengenai model matematika untuk melaku-
kan analisis hidrodinamika gelombang masih terus
dilakukan. Salah satu persamaan yang banyak
mendapat perhatian dari peneliti (1) (2) (4) (5) (6) (7)
(8) (9) (10) (11) (12) (13) (15), adalah persamaan
Boussinesq.

Persamaan Boussinesq mempunyai bentuk dasar yang
sama dengan persamaan gelombang Airy, dimana
persamaan gelombang Airy diturunkan  dari
persamaan Euler dengan sejumlah penyederhanaan.
Persamaan gelombang Airy sendiri mempunyai
sejumlah keterbatasan (Hutahaean, 2005), oleh karena
itu diharapkan akan diperoleh model yang lebih baik
apabila dilakukan pemodelan dengan langsung
menggunakan persamaan Euler. Dalam penelitian baik
secara analitik maupun numeris, didapatkan dua buah
hal yang harus diperbaiki pada persamaan Euler, yaitu
persamaan ini memberikan distribusi kecepatan
horisontal pada sepanjang kedalaman yang hampir

seragam atau kecepatan horisontal pada semua titik
pada kedalaman hampir sama. Hal kedua yang juga
merupakan kelemahan adalah panjang gelombang
yang dihasilkan adalah terlalu besar dibandingkan
dengan panjang gelombang dari teori gelombang
linier, terlebih lagi bila dibandingkan dengan teori
gelombang Stoke orke ke 5.

Pada penelitian ini dihasilkan suatu koefisien pada
gaya penggerak arah horisontal, sehingga diperoleh
distribusi kecepatan yang mendekati teori gelombang
linier, demikian juga dengan panjang gelombangnya.

Koefisien tersebut dikerjakan pada persamaan
gelombang Airy dan dihasilkan panjang gelombang
yang sama dengan panjang gelombang dari teori
gelombang linier.

2. Persamaan Euler

Persamaan Euler adalah persamaan Navier-Stoke
dengan mengabaikan viskositas air. Persamaan ini
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terdiri dari 3 buah persamaan, yaitu arah horisontal
(arah x dan y) dan arah vertikal (arah z), yaitu (Dean,
and Dalrymple) sebagai berikut

Arah x

—+U—+V—+W—=-——- (213
ot ox 0y oz pOX
Arahy

oV ov ov oV 10p
—+U—+V—+W—=-——"  (2.1h)
ot 0 X oy oz paoy
Arah z

ow ow oOw ow 10p

— tU—+V—F+W—=-— -9 (21c)
ot 0 X oy 0z p oy

dimana :

u = kecepatan arus arah horisontal, arah x
v = kecepatan arus arah horisontal, arah y
w = kecepatan arus arah vertikal, arah z

p = rapat masa air

Integrasi Persamaan (2.1c) dari z = z sampai z = 7,
dihasilkan

1 t(ow ow oOw
;(pn-pz)_-!(ﬁjtuaJrva—yjdz

2wz -w2)-g (- 2)

Dengan mengambil tekanan atmosfir sebagai tekanan
acuan, maka p,, = 0. indeks z pada p, ditulis sebagai p,
dimanap=p (x,Y, 2).

n
i p= (avv+uavv+vgvvjdz+;(wz -WZZ)'Q('I'Z)

P -\ ot 0 X y
(2.2)
Persamaan (2.2) diturunkan terhadap x,
10p o t(ow ow ow
-—=— —4Uu——+VvV—|dz
pOox oOx- 5\ 0t 0 X oy
1 0 2 2 on
+——\W -W; )+ g— 2.3a
Zax(” Z) gax (2.32)

<

Persamaan (2.2) diturunkan terhadap v,
1op o (a w ow 8 WJ
——= +u +V dz

poy oyl lat o x oy
10 2 2 on
+—=——\W’-wW’ )+ g — 2.3b
26x(’7 Z) gay (2:30)

Sustitusi Persamaan (2.3a) ke Persamaan (2.1a) dan
Persamaan (2.3b) ke Persamaan (2.1b) diperoleh

ou ou ou ou
—t U —++ =
ot X oy 0z

+ (w2 -w?)-g (- Z)j (2.42)
v, oV, ov ov_
ot 0 oy 01z
i]- oW ow ow dz
oy ot 0 X oy
1 0 2 2 on
= —(w2-w?)+g—— ,
2oy Wi -wl) gayJ (240)

u, v dan w adalah suatu fungsi yang periodik pada
ruang dan waktu dan berupa kurva yang smooth serta
kontinu, sehingga turunan fungsi tersebut baik
terhadap ruang maupun waktu adalah bilangan yang
kecil. Perkalian fungsi (u, v dan w) dengan turunannya
akan menjadi bilangan yang lebih kecil lagi. Integrasi
pada Persamaan (2.4a) dan (2.4b), mungkin
menghasilkan bilangan yang besar, tetapi juga
merupakan fungsi yang smooth dan kontinu, sehingga
turunan hasil integrasi tersebut juga merupakan
bilangan yang kecil. Elevasi muka air 7, juga
merupakan fungsi yang smooth dan kontinu terhadap
ruang dan waktu, dimana

6—77 dan 6—77 juga merupakan bilangan yang kecil.
0 X oy

Tetapi karena ada faktor pengali g, maka gz—z dan g%

muka air diam
W T\

PRRSARS RIS PRRSARS

Gambar 2.1. Fluktuasi muka air pada persamaan Euler
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akan jauh lebih besar dari suku lainnya pada
Persamaan (2.4a) dan (2.4b) atau dengan kata lain

0
tekanan hidrostatis [g e dan g 677] adalah gaya
0 X oy

penggerak yang dominan pada kedua persamaan
tersebut.

Kedua gaya hidrostatis tersebut bukan merupakan
fungsi kedalaman. Semua titik di bawah permukaan
mendapatkan gaya hidrostatis yang sama. Dari kedua
hal tersebut yaitu tekanan hidrostatis adalah gaya yang
dominan dibandingkan dengan gaya hidrodinamis, dan
semua titik di bawah permukaan mengalami gaya
hidrostatis yang sama, maka kecepatan horisontal
(u dan v) akan mempunyai distribusi yang hampir
seragam pada sepanjang kedalaman, tidak peduli
berapa besar kedalamannya.

Sementara itu hal yang terjadi di alam adalah pada
titik-titik  dengan  posisi  vertikal yang berbeda
mempunyai kecepatan horisontal yang berbeda.
Semakin dalam posisi suatu titik semakin kecil
kecepatannya, dimana pada posisi kedalaman tertentu
akan menjadi nol. Hal ini juga ditunjukkan oleh
gelombang linier.

Jadi secara analitik, terlihat bahwa pada persamaan
Euler terdapat suatu kekurangan, yaitu tidak dapat
menghasilkan distribusi kecepatan yang baik, hal ini
juga akan ditunjukkan pada hasil analisis numerik
pada bagian berikut.

3. Analisis Numeris

Persamaan kontinuitas dan persamaan Euler pada
bagian ini akan diselesaikan secara numeris.
Mengingat paper ini tidak bermaksud membahas
metoda numeriknya, maka pembahasan hanya
dimaksudkan untuk sekedar memberikan gambaran
mengenai metoda numeris yang digunakan.

a. Persamaan kontinuitas
ou J0v Ow

+ + =0
ox 0y 01z

Integrasi terhadap kedalaman menghasilkan
n n
fow- j[ 2L
-h h
ou a v
-Whp= — J. ( J dz

Syarat batas kinematik pada permukaan dan dasar
perairan (Dean, and Dalrymple),

w =91,y 21, 21
ot "0 X "oy
-h -hax -h y

Dengan menggunakan ke 2 syarat batas kinematik
tersebut, diperoleh persamaan muka air yaitu.

t{ou av oh oh on _ on
j Z-U,—-V, -u, -V, —
4 "ax oy 0 X oy

(3.18)

Diferensial ruang o/ox dan o0/oy diselesaikan
dengan metoda selisih hingga, sedangkan integrasi
diselesaikan secara numeris, yaitu dengan meng-
gunakan metoda Newton - Cates (Hutahaean,
2005). Mengingat pada batas integrasi terdapat
bilangan 7, dimana pada saat t =t + & harga 7
adalah bilangan yang tidak diketahui, demikian juga
dengan u™?* dan v*** maka Persamaan (3.1a)
bersama-sama dengan persamaan momentum
disesaikan dengan metoda prediktor-korektor
(Hutahaean, 2005).
Setelah diperoleh u™® , v"** dan w,, kecepatan arus
arah vertikal pada setiap posisi w = w (X, Y, 2)
dihitung dengan mengintegrasikan persamaan
kontinuitas dari z — 7.

T “(ou ov
!aw :-J' [a+a—y]dz

W, = W, +J. [—+—] dz (3.1b)

Persamaan (3.1b), Persamaan (3.1a) dan persa-
maan momentum diselesaikan secara prediktor—
korektor.

Kecepatan horisontal u dan v dihitung dengan
menggunakan Persamaan (2.1a) dan (2.1b).
Tekanan p = p (X, Y, z) dihitung dengan menginte-
grasikan persamaan momentum arah zdari z=z —»
Z = n, seperti pada Persamaan (2.2) dimana
integrasi dilakukan secara numeris.

Pada Gambar (2.2), hasil dari penyelesaian
persamaan Euler secara numeris, terlihat bahwa
kecepatan hampir seragam pada seluruh kedalaman.
Dibandingkan dengan hasil teori gelombang linier
(Gambar 2.3), terlihat terdapat dua perbedaan yang
menyolok yaitu distribusi kecepatan dan panjang
gelombang, dimana hasil numeris memberikan
panjang gelombang yang lebih besar. Panjang
gelombang dari teori gelombang linier sendiri,
dibandingkan dengan teori gelombang Stoke orde 5,
adalah lebih besar. Jadi dapat disimpulkan bahwa
panjang gelombang hasil penyelesaian persamaan
Euler adalah terlalu panjang.
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Gambar 2.2. Kecepatan horisontal
(u sebagai fungsi x) hasil numeris,
pada kedalaman z =5, 10, 15 m,
untuk kedalaman perairan 30 m
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Gambar 2.3. Distribusi kecepatan horisontal
(u sebagai fungsi x) hasil teori gelombang linier,
pada kedalaman z =5, 10, 15 m, untuk kedalaman
perairan 30 m

Ditinjau dari distribusi kecepatan horisontal yang
hampir seragam, hal ini adalah menunjukkan
karakteristik gelombang panjang, dimana h/L << 1
(h = kedalaman perairan, L = panjang gelombang),
dimana teori gelombang linier bila dikerjakan pada
perairan dangkal juga akan menghasilkan distribusi
kecepatan yang hampir seragam.

Dari tinjauan analitik, maupun numerik terbukti
bahwa gelombang persamaan Euler adalah merupakan
persamaan gelombang panjang. Untuk dapat
digunakan pada analisis gelombang pendek, perlu
dilakukan suatu koreksi agar diperoleh distribusi
kecepatan dan panjang gelombang yang sesuai dimana
dalam hal ini dilakukan penyesuaian terhadap teori
gelombang linier diperairan dalam. Hal ini mengingat
teori gelombang linier memberikan hasil yang baik
pada perairan dalam.

4. Pengembangan

Dari hasil gelombang linier, terlihat bahwa semakin
jauh posisi suatu titik tinjau dari permukaan, semakin
kecil kecepatannya, sedangkan pengaruh karakteristik
gelombang adalah semakin besar perioda gelombang
semakin besar pengaruhnya pada bagian di bawah
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permukaan air. Dari kedua hal tersebut maka gaya
penggerak air, semakin jauh posisinya dari muka air
akan semakin kecil, sedangkan semakin besar perioda
gelombang semakin gaya penggeraknya pada bagian
yang lebih dalam. Sebagai gaya penggerak air pada
arah horisontal adalah op/dx dan op/dy, Untuk mema-
sukkan pengaruh kedalaman dan perioda gelombang
terhadap arus, maka pada gaya penggerak tersebut
merupakan fungsi dari posisi (kedalaman) dan perioda
gelombang. Mengenai fenomena fisiknya, perlu dila-
kukan suatu penelitian tersendiri. Pada penelitian ini
dilakukan dengan cara coba-coba, yaitu dengan
mengalikan gaya penggerak horisontal dengan statu
koefisien yang merupakan fungsi dari kedalaman dan
perioda gelombang, yaitu sebagai berikut.

a= (1-tanh(ﬂ k0|z|)) (3.2)
G 7

0 — g ' - T

T = periode gelombang

konstanta yang diperoleh dari proses kalibrasi
terhadap teori
B=10.64

gelombang linier, diperoleh

Pada persamaan koefisien tersebut terlihat bahwa
semakin jauh posisi suatu titik terhadap muka air
harga koefisien semakin kecil, dimana pada suatu
kedalaman tertentu tanh (k,|z|) akan mencapai harga
konstan 1, sedangkan harga « = 0 atau kecepatan arus
pada kedalaman tersebut menjadi 0. Sedangkan
semakin besar perioda gelombang harga koefisien
semakin besar. Untuk gelombang pasang surut dengan
perioda gelombang yang sangat besar harga k, = 0 dan
a = 1, sehingga persamaan kembali ke persamaan
gelombang panjang dengan distribusi kecepatan
seragam. Dengan menggunakan koefisien tersebut,
maka persamaan momentum arah x dan arah y
menjadi :

ou ou ou ou a0
—+U—+V—F W—=-— —

ot 0 X oy 01 p OX

ov ov ov ov a op
—+U—+V—t W—=-— —

ot 0 X oy 0z p oy
sedangkan pada persamaan momentum arah z tidak

ada perubahan.

Dengan menggunakan persamaan momentum yang
baru tersebut, diperoleh hasil seperti pada Gambar
2.4. Dibandingkan dengan hasil dari teori gelombang
linier, maka hasil tersebut cukup dekat. Adapun akibat
lain dari penggunaan koefisien tersebut adalah
panjang gelombang menjadi pendek dan mendekati
teori gelombang linier.
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Gambar 2.4. Distribusi vertikal kecepatan
horisontal (u sebagai fungsi x) hasil numeris
dengan persamaan momentum yang telah
dikoreksi, pada kedalaman z =5, 10, 15 m,
untuk kedalaman perairan 30 m
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(a) Posisi kedalaman 5 m
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0.04

002 X AN AN
000 N AN AN Y NS

kecepatan arus (m/dt)

P WY A\ 7 AL VAV A A X
AY4 N2V VAV "AY
-0.06
-0.08
-0.10

0.00 50.00 100.00 150.00 200.00 250.00 300.00

x (m)

(b) Posisi kedalaman 10 m

Pada Gambar (2.5) disajikan perbandingan antara
hasil teori gelombang linier dengan hasil persamaan
yang diperbaiki. Terlihat bahwa besar kecepatan pada
posisi kedalaman 5 m, 10 m, dan 15 m di bawah
permukaan dari kedua persamaan tersebut adalah
sama, tetapi panjang gelombang hasil numeris masih
lebih  panjang, walaupun  banyak  berkurang
dibandingkan dengan hasil dari persamaan original.
Pada bagian berikut akan ditunjukkan bahwa
pengerjaan koefisien yang sama pada persamaan
gelombang Airy memberikan panjang gelombang yang
sama dengan panjang gelombang teori gelombang
linier.

5. Koefisien Momentum pada Persamaan
Gelombang Airy

Persamaan momentum pada persamaan gelombang
Airy, diperoleh dengan mengintegrasikan persamaan
Euler terhadap kedalaman (Dean, and Dalrymple).
Dengan menggunakan koefisien koreksi pada
persamaan Euler, maka persamaan momentum dari
gelombang Airy menjadi sebagai berikut

ou ou ou on

TR 97 _o (5.1)

6t+u6x+vay+0096x

ov ov oV on

liu v EE -0

8t+u8x+vay+(y)gay

1 n

= { (L—tanh (0.64k, |7|))dz (52)
1 h+n

1= [@-tanh (0.64k, r))dz (5.3)

0

dimana: r =|z|
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(c) Posisi kedalaman 15 m

Gambar 2.5. Perbandingan antara teori gelombang
linier dengan persamaan yang diperbaiki

Gambar 2.6. Perbandingan antara persamaan
gelombang Airy original dengan gelombang Airy
yang diperbaiki
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Hasil analisis dengan persamaan momentum yang lain
ini disajikan pada Gambar (2.6) dan (2.7).
Pada gambar (2.6) diperlihatkan perbandingan antara
hasil dari persamaan original dengan hasil persamaan
yang baru, terlihat bahwa persamaan yang baru
memberikan panjang gelombang yang lebih kecil dari
panjang gelombang persamaan original, Sedangkan
pada Gambar (2.7) disajikan perbandingan antara
hasil persamaan baru dengan hasil teori’ gelombang
linier dan terlihat keduanya mempunyai panjang
gelombang yang sama.

6. Analisis dan Kesimpulan

Pada penelitian ini didapatkan bahwa dengan proses
integrasi kedalaman yang dilakukan yaitu I d

memberikan hasil bahwa kecepatan arus arah
horizontal mempunyai distribusi yang hampir seragam.
Tetapi bila pada suku tekanan pada persamaan
momentum dikalikan dengan koefsien seperti pada
Persamaan (3.2), maka dihasilkan distribusi
kecepatan yang sama dengan yang dihasilkan oleh
teori gelombang linier. Hal yang sama dilakukan pada
persamaan gelombang Airy, dihasilkan panjang
gelombang yang sama dengan panjang gelombang
teori gelombang linier.

Dari kedua hal tersebut dapat diambil suatu
kesimpulan bahwa | « pada persamaan momentum arah
z menimbulkan tekanan hidrostatis sebesar p g 7,
sedangkan yang sebenarnya terjadi, 7 adalah berubah
terus-menerus dengan tekanan yang diberikan tidak
sebesar pg 7.

Dari hasil penelitian ini juga diperkirakan untuk
menghitung  tekanan  dengan  mengintegrasikan
persamaan momentum arah z, batas atas integrasi
tidaklah 7 melainkan « 7, dimana « merupakan suatu
fungsi karakteristik gelombang dan kedalaman z,
makin besar « haruslah lebih kecil.

JOS I A WY AN A N A S A T A
| ‘ t ]
0.04 i
oo |
-0‘06"
0.08 ]

: | |
-0.10 \/ U v U \I’ U

0.00 50.00 100.00 150.00 200.00 250.00 300.00

kecepatan arus (m/dt)

x (m)

Gambar 2.7. Perbandingan antara persamaan
gelombang linier dengan gelombang
Airy yang diperbaiki
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